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Analisi matematica. — Sopra Viperbolicità dei sistemi di equazioni 
a derivate parziali in p iù  variabili indipendenti. Nota II di S i l v i o  

C i n q u i n i ,  presentata (*} dal Socio G. S a n s o n e .

RÉSUMÉ. —  En nous référant au sommaire de la Note I, dans cette Note II on 
complète l’étude du cas, où l’équation caractéristique a ses racines réelles et distinctes, et on 
considère le cas, où cette équation a des racines multiples.

3, b) (10) Siano

0 6 ) J ^ 2  j * • ‘ >

le m  radici dell’equazione caratteristica

b\\k —  ̂ b±2 k b\mk

(7) ^21 k ^22 k---^ • - b^mk — O

bfnlk bm 2 k bmmk ~ t

le quali, come abbiam o supposto nel presente numero, sono reali e distinte.
Sostituendo nel determ inante, che figura al prim o m em bro della (7), 

al posto di X una delle radici (16), per esempio \ kiì esso si annulla e ha caratte
ristica m —  i ; pertanto  esiste, a prescindere da un m oltiplicatore, un auto
vettore, che, per il momento, indichiamo con £l , • • •, , soluzione del sistema

(pllk \ ki) + • • • + £ * *  blmk =  o

^ 1  i^mXk  " b  * ’  * ~\~ >̂m (P m m k  ^  •

Al variare di i otteniam o m autovettori, che indichiam o rispettivam ente
con

\ Cu ( • • • ) ,  Ci2 ( • • • ) ,  • ,clM ( • • • ) ;
(18)  • ...........

V ’ )  )  ' )  )  ’  )  mm  ( ‘  ’  * )  >

il cui determ inante (ossia il determ inante che figura al primo della (io)) è 
diverso da zero (n ) , e pertanto  si può supporre uguale all’unità in virtù del 
fatto che ogni auto vettore è determ inato a meno di un m oltiplicatore.

(*) Nella seduta del 14 novembre 1967.
(10) Anche per quanto si riferisce alle notazioni la presente N ota è la prosecuzione della 

N ota I, alla quale facciamo riferimento. Vedi questi «R endiconti», pp. 288-292.
(11) Cfr., per esempio, M. CINQUINI ClBRARlo, Sopra i l  problema d i Caucky per i  sistemi 

d i equazioni alle derivate parzia li del p rim o ordine, « Rend. Seminario M atematico della U ni
versità di Padova», Anno X V II (1948), pp. 75-96; in particolare §3, n. 2, pp. 86-7.
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c) Ciascuno degli m  auto vettori (18) dipende, fino ad avviso contrario, 
dall’intero positivo k, che abbiam o omesso per brevità di scrittura: occorre 
che tali autovettori siano indipendenti da k.

A  tal uopo, considerata la m atrice delle radici (16), che si hanno per 
k =  i

I X12 • * ‘ Xlw

(19) I 2̂1 X22 X2m

\ 1 Xr 2 * Xm ,

supponiamo che esista almeno una permutazione degli elementi d i ogni singola 
linea della matrice (19) (perm utazione che, naturalm ente, può variare al variare
della linea), in modo che, indicata con

( xf> .. • xì">

(20) x f  •• •\ (m) a 2

{ xP X<2) .. \ im)* ÌK'y

la nuova matrice (ove l’intero k  indica che l ’elemento XÌ7) di (20) appartiene 
alla linea /è-esima di (19)), abbia caratteristica m  —  1 ciascuna delle m matrici

bili —  Xi} bi2i • * • blm i

b m  11 b m  21
A ___
v  m m  L 'U  •

h \  0 ’)O n r ----- K b \ 2 r b \  m r

b m i r b m  2 r h — > (y)u m m r  **r

che si hanno per j  =  1 , • • •, m.
Proviamo che la condizione enunciata è sufficiente per ridurre il sistema (6) 

alla form a caratteristica (II).
A tal uopo, considerata la t—esima (ove i ha uno qualunque dei valori 

I ,•••. ,*») colonna della m atrice (20) e determ inato il corrispondente au to
vettore soluzione del sistema

(22)
X) +  • • • . +  £*» blmk .= o

&mlk +  • ' • +  \mfmmk---X) =  O ,

nel quale si assume k  — 1, e si sostituisce al posto di X la rad ice 'c a ra tte ri
stica XÌ°, per l’ipotesi, che abbiam o fatto, tale autovettore è soluzione anche 
di ciascuno degli altri r — i sistemi (22), che si hanno p e r -k =  2 . . .  •, r,

32. — RENDICONTI 1967, Voi. XLIII, fase. 6.
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sostituendo rispettivam ente al posto di X la corrispondente radice che 
figura nella /-esim a colonna della m atrice (20), vale a dire (attenendosi alle 
notazioni (18)), per /  =  1 , • • •, m, e qualunque sia l ’intero k =  1 , • • •, r, 
risulta

(220 cn bjxk +  C,-2 bj^k +  • • • +  Ci*» bjmk =  C^-X^ , ( j  =  i , • • -, ni) .

A  questo punto, determ inate in modo ovvio le funzioni c#, ( i , j  =  
=  i ,* • -, w), osservando che, in virtù della (io), risulta uguale al com
plem ento algebrico dell’elemento C,y nel determ inante che figura al primo 
m em bro della (io), m oltiplichiam o ambo i m em bri delle (22') rispettivam ente 
per cis (ove s è uno dei num eri 1 , • • - , m) e sommiamo rispetto a /  da 1 a m\ 
si ottiene

b  j  1  k ^~i 1  d is I * ’ ’ I b jmk ^is ^ i j  dis ~̂ k )i= 1 i=l i= 1

la quale, tenu ta  presente la (io), si riduce a

m
bjsk ^ i j  dis ì ( y  f $  I , • • *, Wl , k  — I , • • *, V \\

i — 1

ossia valgono le (11) con

f i k  = ’ .

È così provato che il sistem a (6) può essere posto sotto la forma

g  m r  m  «

- é  =  Gj —  2  2  2  c>- cü f a , ( j  =  I ,* • *, ni).

Allora, m oltiplicando ambo i mem bri per c^-, ove [x ha uno qualunque dei 
valori i e sommando rispetto a j  da 1 a m, risulta

m m r m d z  m

__=  2  2  2  2  c is fik  2  C'ij c\\f >j =1 dx j= 1 s=l k=i *=1 d?k j= 1
ossia

m dg m m r ^
fix/ o ' 2 )  fix; Gy ■ g > (f̂  ~  I ) * * * ) ^)>

y=i dX j = 1 ^ 1 ^ = 1

vale a dire il sistem a (6) è ricondotto alla form a caratteristica (II).

4. R iduzione di un sistema alla forma caratteristica (II); radici 
REALI MA NON TUTTE DISTINTE, d) Consideriamo ancora il sistema quasi- 
lineare (6), nel caso in cui le radici delle r  equazioni (7) sono reali, ma, 
neiripotesi che almeno una di tali equazioni abbia radici multiple, supponiamo 
che tutti i divisori elementari siano semplici.

Premesso che possiamo ripetere tu tte  le considerazioni fatte al n. 3, a), 
per fissare le idee sia \ ki una radice dell’equazione (7), avente ordine di m olte-
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plicità t con i < t  < m .  Siccome tu tti i divisori elem entari sono semplici, 
il determ inante, che figura al prim o m em bro della (7), calcolato per X =  'kt i , 
ha caratteristica m —  t, e pertan to  il sistema (17) am m ette t  soluzioni linear
m ente indipendenti. Ferm o restando l ’intero k , al variare di i  otteniam o 
com plessivam ente m  auto vettori (18), il cui determ inante risulta ancora 
diverso da zero <12>. N aturalm ente, fino ad avviso contrario, gli autovettori (18) 
dipendono dall’intero k.

b) A  questo punto riprendiam o le considerazioni del n. 3, c), conve
nendo, innanzi tu tto , che, in corrispondenza a ogni k, nella A-esima linea 
della m atrice (19) figurino le m  radici dell’equazione (7), nel senso che ogni 
radice m ultipla com pare tan te  volte quanto è il proprio ordine di molteplicità.

Ciò premesso, modifichiamo la condizione relativa alla m atrice (21), 
supponendo nel presente num ero che ogni sìngola matrice (21) (che si ha per 
j  =  I , • • •, m) abbia rispettivamente caratteristica m  —  tu), ove tw  è il minimo 
degli ordini di molteplicità delle radici (Je =  1 , • • •, rj per la rispettiva 
equazione (7).

Questa condizione è sufficiente per ridurre il sistema (6) alla form a caratte
ristica (II).

In fa tti basta ripetere le considerazioni del n. 3, c) con qualche variante. 
Considerata ancora la 1—esima colonna della m atrice (20), ove i  è uno qualunque 
dei num eri 1 , • • •, m, sia l ÿ , una radice (appartenente alla colonna consi
derata), il cui ordine di m olteplicità per la rispettiva equazione (7), nella 
quale k  ha il valore k', è esattam ente uguale a tw . Se è =  1, nulla c ’è da 
aggiungere a quanto è stato detto al n. 3, c). Nel caso >  1 il sistema (22), 
nel quale si è assunto k  =  k' e X =  XÌ‘) , fa corrispondere (a questa radice) 
tM auto vettori, i quali, come è stato detto in a), sono linearm ente indipendenti. 
Inoltre, in virtù  dell’ipotesi fatta nel presente numero, è evidente che 
ognuno di questi tw autovettori è soluzione anche di ciascuno degli altri 
r —  I sistemi (22), che si hanno assumendo k =  k " , con k"  =j= k ', e X =  X$ .

Pertanto  possiamo concludere, che esistono m  autovettori (18), ciascuno 
dei quali è indipendente dall’intero positivo k, e che soddisfano alle (22') 
come al n. 3, c), e nu ll’altro c’è da aggiungere.

5. O s s e r v a z i o n i , a) È  da rilevare che, se è r  =  1 ossia se le variabili 
indipendenti sono soltanto due, l ’ipotesi relativa alle m atrici (21) fa tta  o 
al n. 3, c) o al n. 4, b) è autom aticam ente soddisfatta, vale a dire si ritrovano 
i risu ltati citati in (2>.

b) E  evidente che le nostre considerazioni sono valide anche nel caso 
particolare di Petrowski, in cui la m atrice quadrata, che figura al prim o 
m em bro della (7), ha la form a composta (4), nel senso che esse si possono 
applicare anche quando una o più m atrici componenti, a differenza dall’ipo-

(12) Vedi, per esempio, M. C in q u in i C ib r a r io , Sopra i  sistem i d i equazioni alle derivate 
parzia li a caratteristiche reali e m ultiple, « Rend. Accademia Nazionale dei Lincei », vol. IV 
(1948), pp. 682-688; in particolare n. 4, pp. 686-7.
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tesi di Petrowski, hanno radici multiple; naturalm ente la riduzione alla forma 
caratteristica (II) si ottiene sotto condizioni più ampie, perché il nostro pro
cedimento, che forma oggetto dei nn. 3 e 4, si applica a ogni singola m atrice 
componente, anziché alla m atrice composta.

c) E  ovvio che nel caso ancora più particolare, in cui la m atrice, che 
figura al prim o m em bro della (7) è diagonale, il sistema si riduce alla forma (I). 
Pertanto il caso, in cui la m atrice è composta, può essere considerato come 
una prim a generalizzazione di quello dei sistemi del tipo (I).

d) Inoltre si presenta spontanea la dom anda, se, nell’eventualità che 
il sistem a (6), iperbolico secondo Petrowski, non si possa ridurre, in base 
ai nn. 3 e 4, alla form a caratteristica (II), possa essere utile un prelim inare 
cambiamento delle funzioni incognite del tipo

m

Uj(x, y i , ■ ■ ■, y r) =  2  h3i O  > Vi - • • • > yr) z i ( x ' , y i r  ■ - ,yr),  ( j  =  ni),1

ove il determ inante delle funzioni h^, (J , i =  1 , • • - , m) è supposto sempre 
diverso da zero.

Il semplicissimo esempio del n. 7 fornisce una risposta negativa.
e) Si può ancora rilevare che, se per il sistema (6) è soddisfatta la 

condizione di Petrowski del n. 1, a), ciascuna delle r  equazioni (7) ha m 
radici reali e distinte. Infatti, a prescindere dal cam biam ento di p in — X, 
basta assumere successivamente per i — 1 , • • •, r,

oq =  I , oci =  • • • =  a, - i  — oct-+i =■■■== oq =  o .

D ’altra parte, considerato il sistema

dZl dzi dzi
-----d z

co d z2
dx d y i d y2 3y  1

3z 2 __ ___ bo
dzi oz2 oz2

dx 1 S r i
w dà d y 2 3y  1 dyz

ove <23 , ^4 , bi , b% sono funzioni note di (pc , 44 , y 2 ; Z\ > z%) con bi >  o, 
<24 b2 >  o, ciascuna delle due equazioni (7) ha due radici reali e distinte, ma 
il sistem a non h iperbolico secondo Petrowski. Inoltre la condizione, perché 
il sistema considerato possa esser posto sotto la form a caratteristica (II), 
è aA bi — b2 .


