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Analisi matematica. — Sulle ipotesi di un teorema relativo all’ap
prossimazione delle funzioni olomorfe. Nota di L uciano D e V ito, 
presentata (*} dal Corrisp. G. F ichera.

Sum m ary. — Let A be a bounded domain whose boundary S  is a closed Jordan curve. 
If S e  C1,A, a necessary and sufficient condition has been given for the uniform approxim ation 
of a function f  holomorphic in A and continuous in A u  2 , by rational functions with prescribed 
poles. In  this paper one proves th a t the theorem  fails to be true under the only assumption 
S e C 1.

Sia A  un campo (insieme aperto) lim itato del piano della variabile com
plessa w t avente per frontiera una curva di Jordan  semplice e chiusa 2 . Siano 
assegnati una successione di punti {w n} (con n  =  i , 2 , • • • e con w m =j= w n 
se m  rì) ed una successione di interi positivi {vw}. I punti w n siano tu tti
esterni ad A. Si indichi con { K m (w )} il sistema di funzioni razionali ottenuto

ordinando in u n ’unica successione tu tte  le funzioni —— ------,   ì------ ,
w — ■ Wn 1 ( w --- W n)2 ’

-Tir,— —to'.---------------------rj ; n  =  i , 2 , • • •. Sia Q (A) lo spazio di Banach

delle funzioni f  (w) continue in A  U 21 ed olomorfe in A, dotato della norm a
| / | | =  m ax \ f ( w ) \ .  È  stato dim ostrato da G. F ichera il seguente teo- 

ro6A (jS
rem a (1) : supposto che 2 sia una curva di classe C1,h, condizione necessa
ria e sufficiente perché il sistem a { R m (w ) } sia completo in Q, (A) è che
00

v* dist (wn , 2 ) =  +  00 (2). F ichera ha anche provato che il teorem a, in

generale, non è vero, se sulla curva di Jordan 2 non si fa l’ipotesi che essa 
sia di classe C1 (così, ad esempio, il teorem a non è, in generale, vero se 2 
presenta un  punto angoloso). R estava aperto il problem a di decidere la vali
d ità o m eno del teorem a nell’ipotesi che 2 sia di classe C1 (senza l’ulteriore 
condizione 2 € C1’̂ ). Scopo della presente N ota è di m ostrare che, se si fa 
soltanto l ’ipotesi 2 € C1, il teorem a non è più — in generale — vero.

(*) Nella seduta del 9 dicembre 1967.
(1) Si vedano i seguenti lavori di G. F ic h e ra :  a) Approssim azione uniforme delle fu n z io n i 

olomorfe mediante fu n z io n i razionali aventi po li semplici prefìssati, « Rend. Acc. Naz. Lincei », 
N ota I e II, ser. V i l i ,  vol. X X V II, 19595 b) SulVapprossimazione uniforme delle fu n z io n i 
olomorfe con fu n z io n i razionali aventi i  po li prefissati, « Rend. Acc. Naz. Lincei», ser. V i l i ,  
vol. X X X , 1961; c) SulV approssimazione delle fu n z io n i olomorfe con fu n z io n i razionali, in corso 
di stam pa su « Rend. Sem. Matern. U niv. e Polit, di Torino ». Nel lavoro à) il teorem a è dimo
strato 'supponendo 2  e  C2; in c) esso è ottenuto nell’ipotesi che la curva 2  sia di classe CM .

(2) Con il simbolo dist ( T i , T2), ove T i e T2 sono due insiemi (uno dei quali può esser 
anche costituito da un sol punto: per esempio dal punzo z), intendiam o indicare la distanza 
tra  i due insiemi T j e T § .
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U sando i ragionam enti contenuti nel lavoro citato con la lettera b) nella 
nota (1), si vede che il nostro asserto sarà provato non appena avremo fatto 
vedere che, rappresentato  conformemente l’esterno E di A  sul campo circo
lare \z \ <  i del piano della variabile ^  esiste una successione\ w nj  di punti 
di E  tale che, detta zn l’im m agine di w n nella p redetta rappresentazione 
conforme, riesce:

00 00
2 * C1 —  \ Z n \ )  <  +  ©O , 2 „ d i s t  (W „ , S )  =  +  OO .
1 1

Assum erem o come curva 2 , del piano della w, l ’immagine, nella rappre
sentazione conforme w  =  i/Ç, della frontiera HD di un qualsiasi dominio D, 
del piano della variabile complessa Ç =  E, - f  zV), verificante le seguenti condizioni: 

1) per ogni Ç e D si ha: |Ç| <  1; 2) D è simmetrico rispetto all’asse E, 
e contiene nel suo interno il punto C =  o; 3) HD è una curva regolare, 
semplice, chiusa, rappresentabile in forma param etrica al modo seguente: 
Ç =  K (f) =  \  (t) +  iv\ (t) , —  i < t  <  i, con:

(1) Ç ( * ) = £ ( — t) (3) per — i < / < i ,  Y ) ( 0 > o  per o < / < i ;

inoltre Ç (t) è di classe C1 in —  1 <  t <  1 e di classe Cs, con s >  2, in cia

scuno dei due insiemi — 1 < / < o , o < / <  i, riuscendo

dtk

d f m /=-1

t=1
, k  — o , i , • • •, s\ infine esiste t0i con o <  t0 <  1, tale che:

0 ) £ 00 — 1 + logT dT +  it per o <  t  < t 0 .

Per dim ostrare la nostra tesi ci basta, ovviam ente, far vedere che, se 
Ç =  /  (z) è una rappresentazione conforme del campo circolare | z  | <  1 su
D----HD, esiste una successione {zn} di punti del piano della variabile z  tale
che \ z n \ <  i ed inoltre:

00 OO
(3 ) 2 „ C1 —  K  I) <  +  00  , d is t  ( /  ( zn) ,§ £ > ) =  +  00 ,

1 1
OO

(dato che l’u ltim a di queste due serie e la serie 2 *  dist \JJ^) > convergono 
oppure divergono assieme). 1

Poiché HD è di classe C1 (in forza della condizione 3)), la funzione 
K =  f  (ß) si prolunga, per continuità, su tu tto  il dominio circolare C : | z  | <  1 
e, dopo esser stata così prolungata, fornisce l’equazione di un omeomorfismo

(3) Se z  è un numero complesso, con z  indichiamo il suo coniugato.
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di classe C° di C su D <4h Sceglieremo la /  determ inata dalle seguenti due 
condizioni:

(4) / ( o) =  o  , / (  i ) = i .

Indichiam o con z = f ~1 (Q  l ’inversa della £ = / ( / ) .  L a sim m etria del 
dominio D rispetto all’asse 2, (punto 2)) e quella delle condizioni (4) implicano, 
ovviam ente: f  (z) ~  f  (z) , / -1 (f) =  / _1 (Q e quindi:

(5) a r g / “ 1 ( 0  =  -  a r g / -1 (Q W , ( e D  — o.

Posto & =  arg z, indichiam o con & =  & (t) l’equazione della corrispon
denza che associa al punto t  di —  1 <  t <  1 il num ero a r g / “ 1 [Ç (/)]. Come è 
noto, & =  & (/) è l’equazione di un omeomorfismo di classe C° di c*D su ofC <6). 
D a (1) (5) viene:

(6) & ( /  =  — » ( — /)'  , —  i <  t <  i .

Inoltre & (f) è una funzione crescente ed assolutam ente continua nell’in ter
vallo —  i <  t <  i (7).

Poniam o z  =  x  +  iy. D im ostriam o che:
I. Nelle dette ipotesi, riesce'.

(7) m ax lim
x —> 1“ “

/ ( * ) — !
X — I +  m ax lim

1  (SU gFC )

/ ( g ) - i  
z — I -f- 00.

Supponiam o, per assurdo, che esista un num ero L  tale che, definitivam ente 
per z  che tende a 1 su SL e per x  che tende a i~, riesca:

(8) / ( * ) — 1 
X — I < L / ( * )  — 1 

-S'---- I <  L.

Come è noto, la funzione log | /  (ß)/z j (definita in z = o m ediante il valore 
limite lo g /'(o )) risulta continua in C ed arm onica in C —  efC. Si ha allora, 
per -— i <  x  <  1:

l o g ^ /  =  ^  -  J lQg I/(«*■*) 1 /  " 'L / » - -  —  J lo§ I/(«*■*) I
— JE — J t:

(4) Di più, si può dire che f  (z) è, su SG, uniformemente hölderiana con ogni esponente 
<  i (cfr. M. M. Lavrentieff, S u r  la répresentation conforme, «C.R. Acad. Sci.», t. 84, 1927).

(5) Con arg ^ intendiam o F argomento di z  compreso tra  —- tt e tu.
(6) Di più, si può dire che tale omeomorfismo è uniformemente hòlderiano nei due

sensi con ogni esponente <  1 (cfr. loc. cit. nota (4)).
d»( t )  „ f d » ( t ) \ - 1 f Qp,  \appartengono a v  - 1 ,1 ) con ogni(7) Di più, si può dire che

dt dt
esponente p  >  o (cfr. C. GattéGNO, A. OSTROWSKI, Répresentation conforme à la frontière; 
domaines particuliers, «Mém. des Sci. M ath.», fase. CX, 1949, p. 35; il risultato si deve a 
S. Wàrschawski, Ueber einige Konvergenzsätze aus der Theorie der konformen Abbildung, 
« Gött. Nach. », 1930).
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ove con si è indicata la norm ale in terna a SFC nel punto é®. Dopo aver 
eseguito u n ’integrazione per parti, per ogni x  tale che —  1 <  x  <  1, riesce:

dx  0  x d b log I /<>’'*)
3 arg  ( e ^ — x) 

dx d b  =

K W I 2
-1

sen & (t)
~\x — ei*<t) |2 d t

donde, tenendo presente (i) (6):

(9) 4 -  i o g Ädx  ■ x
£ (t) % (t) sen (/)

n I I Z (t) I2 ’ I ^  
6

-d t —

t

S

U 1
t sen •&(/) , 2 f  Ç(/K'(/) sendljf)

<; (if) i2 |*  — 7T J |Ç(*) |S |x  —
0

D ’altra  parte, per un  noto risultato, in conseguenza di i) e di (4), esiste, ed 
è m aggiore di 1, il limite lim - ^ ---- — e, se tale limite è finito, esiste anche,

x~>l~ X 1

ed è m aggiore di 1, il limite lim -£ ~ f(x )  (e tali due limiti coincidono <9>). Poiché,
x~> 1

per la p rim a delle (8), il limite lim f { x )  — i

X —> 1
deve essere finito, si conclude

che esiste finito, e m aggiore di i, anche il limite lim da cui, ovvia-
x - > r  ä x

m ente:
(io)

dx per x  -> I“

M a l’ultim o addendo del secondo m em bro di (9) è, ovviam ente, limitato 
in o <  x  <  i , e lim itato è pure, in tale insieme, il secondo addendo del secondo 
m em bro di (9), dato che:

/
0

t
ÌT w F

sen & (t)
I x — ei${t) 12 dt-= Q

h

0

O <  X  <  I ,

(8) Se con z  indichiamo un numero complesso, con z  denotiamo il vettore a due com
ponenti, che ha come prim a componente eft? (cioè la parte reale di z) e come seconda compo
nente Uz (cioè il coefficiente della sua parte im maginaria).

(9) Cfr. C. G attegno e A. Ostrowski, Représentation conforme à la frontière;  domaines 
généraux, « Mém. Sci. M ath. », fase. CIX, 1949, p. 17; tale risultato è im plicitamente contenuto 
in: J. W o lff, S u r  une généralisation d 'un  théorème de Schwarz, «C. R. Acad. Sc. », t. 183, 
1926; esso fu poi ritrovato da C. CARATHÉODORY, Ueber die Winkelderivierten von beschraenkten 
analytischen Funktionen, Sitzungsberichte der Preussischen Akadem ie der Wissenschaften, 
1929, e da E. Landau e G. V aliron, A  deduction fro m  Schwarz Lem ma, « Journal London 
M ath. Soc. », t. 4, 1929.
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e dato che, per la seconda delle (8), si ha: tf& (t) =  0  (i)  , o 
D a qui e dalle (9) (io) si trae:

_ .d t - e (0, per x i~ .

<  t <  <10>.

D a questa relazione si deduce facilmente che:

io

J W i > w  ^ <  +  o°
0

Per il risultato  sopra citato (cfr. nota <9>) si deduce anche che esiste, non nullo 
e m inore di i, il limite lim - C - / “ 1 (£), donde:

(12) — l o g / - 1 (^) =  0 (1) per 1* -> I“ .

D etta  r  la sem iretta definita da E, <  o , yj =  o, ed indicato con Ao un 
campo contenuto in D r , la cui frontiera $Ao sia una curva regolare sem
plice chiusa di classe C1, tale che r  p, cfAo =  0  , (^D) p  (eFAo) =  A, ove A è 
l’arco d ’equazione param etrica Ç =  Ç (/) , — /o <  / <  /o , per ogni E, e A 0 
riesce:

lo g / “ 1 © ~  f  arg [ / - 1 (a/)]
eÿA0

3 log |$ — «/[
3jMi

dsw

-  I log I / - 1 (w) I Sl0g^  W| <u >.
J w

(^A0) -A

D a qui e da (12) si trae:

A I arg [ / - 1 (w)] 31°S ^ ~ W Ìdsa =  0  (i) , per £ ^  i~.

(io) Basta infatti osservare che:

t t , |C(/)— 1| „  i
»a)  K ( / ) - i |  » w  -  i c « i  '

( n )  Sussiste, infatti, il seguente risultato: se il campo limitato Ap ha per frontiera una 
curva regolare semplice chiusa di classe C1, e se 9 è una funzione di classe CQ,h su SA0 , con 
h > 1/2, detta u la funzione di C° (A0u 8 A 0) arm onica in A0 e coincidente su 3A 0 con 9, e 
d e t t a i  una coniugata arm onica di u in A o, la v  riesce continua in AoU^Ao e, per Çe Ao, 
risulta:

i
2 7C

SA,

3 log I Ç — w  I 
3 Si# 9 (w) 3 log I Z, — w  I 

dvw
dSyu .
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D a questa relazione, con un calcolo elem entare, segue:

0̂

/  W l f ^ T \ d t <  +  ° ° ’
0

la quale è in contrasto con (11), come facilm ente si constata. Il teorem a I 
è, così, dim ostrato.

D al teorem a ora provato si deduce, in particolare, che deve esser soddi
sfatta almeno una delle due seguenti condizioni.

a ) m ax lim / ( * ) - ! =  -j- 00
2 —>- l(s u £yC) Z ---  I

V) m ax lim f  W  1 =  A  0 0  •
x ^ i — x — I

In quel che segue, ci tornerà utile la seguente notazione: se .s'G (C — cFC)— o, 
con z denoterem o il punto di efC che ha m inim a distanza da z\ se z è un 
punto di 3C , z  sarà un punto del segmento di estrem i o e z.

II. Esiste un aperto B C C  che soddisfa le seguenti condizioni'. I) per ogni 
z E (& C ) — I, Pinsieme v2H B  <12) è un segmento avente un estremo in z,

II) per ogni zE  B riesce < M , ove M è una costante dipendente
solo da B .

Sia /  un num ero positivo e, per ogni Ç e 3D , diciamo il triangolo 
equilatero, pensato come insieme aperto, avente il lato di lunghezza /, un 
vertice in Ç ed il centro su v̂ . Si può fissare /  in guisa tale che, per ogni Ç e 3D , 
risulti: Tç C (D —  3D )  —  o. Indichiam o con Tç il triangolo contenuto in 
e determ inato dalle seguenti condizioni: Tç ha un vertice in ^ e l’angolo interno 
di Ti; in Ç ha ampiezza tu/6; inoltre è sim metrico rispetto a v^, e la distanza
tra  Ç ed il lato di T \  opposto al vertice Ç, è eguale a l \2. Sia z E (3C) —  1 e 
sia A z il trasform ato, per / ,  del segmento che va da z  a o. Evidentem ente A z 
è un arco di curva regolare che incontra ortogonalm ente 3D in £ = / ( # ) .  
Sia A z l’arco di A z che ha in comune con 3T/(2) soltanto i suoi due estremi, 
uno dei quali coincida proprio con Ç == f  (z) (in altre parole, sia A* l’arco di 
lunghezza massima, contenuto in , uscente da Ç == f  (z) ed interno a T/(0)). 
Assum iam o come B il campo contenuto in C, la cui intersezione con vi è vuota 
e la cui intersezione con vz , per z E (3C) —  1, è costituita dal trasform ato, per 

/ _1, dell’arco A* (privato dei suoi estremi). È subito visto che B verifica I). 
Per provare II) basta osservare che, se z  E B, risulta ^ ~ f  (z) E T )(̂  e quindi: 
dist (/(-s') , 3D ) >  I f  (z) — f  (z) I sen (tu/  1 2 ) ,  donde: M =  i/sen  (Tu/12).

(12) Qui e nel seguito, con il simbolo v*, quando z€&C,  intenderem o indicare indiffe
rentem ente il versore normale interno a 3 C in z  ed il segmento che costituisce il supporto di tale 
versore (pensato come un particolare insieme del piano). Analoga convenzione faremo per 

quando Ç sarà un punto di 3 D.
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III .  Se è verificata la condizione a), esistono una successione d i num eri 
reali { y m } decrescente infinitesim a , ed una funzione x ^ x  (y), definita nelVin-

oo
sterne % =  ^ w(^2m+i > dell'asse y , che godono delle seguenti proprietà :

1) a: (_y) e reale positiva , £ costante su ciascuno degli intervalli compo
nenti

2) lim ^  (y) =  i;
_ŷ 0(su %)

3)

4)

5)

6)

per ogni j / 6 ^ ,  .57 x  (y) -fi iy 6 C —  S L ;

m in [i —  I x ( y )  +  iy  | ] >  m ax [i — \ x  (y) +  iy  | ];
y2m + lS: y<y2m y 2 m + 3 ^ ^ y 2 m-j-2

m in dist [ /  (y (y ) f i iy )  , ^D)] >  m ax dist \ f ( x  ( y ) f i iy )  , ^D];
y 2 m +  l  X  y < y 2 m  ^2 m +  3 ^  ^  ^  ^2 m +  2

m ax lim ** l .[/ (* ^  +  «». ’ g p J
^->o(su ! — 1*00 + *y\

-f- oo .

In  conseguenza di <2), che, per ipotesi, supponiam o verificata, esiste 
almeno un  punto zx e (^C) —  i , con c >  o , 3z± >  o (13), tale che \ f  (z±) | >  i . 
E dunque esisterà almeno un punto z± e B f ì  tale che: oHz1 >  o , 3zx >  o,
| / ( ^ 1) — / ( l 1) |

---- --------—------>  i. Sia Sx un segmento parallelo all’asse y, avente centro in

z±, contenuto in C —  fC  e nel semipiano y  >  o. Diciamo (y$ , y 2) l ’in ter
vallo proiezione di Sx sull’asse y; sarà, ovviamente: o <  y3 <  y 2 . L ’equazione 
param etrica di Sx , rispetto al param etro  y ,  sarà x  =  x  (y) , y 3 <  y  <  y 2 con 
x  (y )  =  • Si può, evidentem ente, scegliere z± così vicino ad i , z± così
vicino a zL ed Sx così piccolo che -  per la continuità di /  in C -  l’a r c o / ( S ^  
risulti contenuto nell’insieme E, >  o , y) >  o.

A ncora in conseguenza di a), esiste almeno un punto z2 e (fiC) — i, 
tale che:

®Z2 >  ®Z± , O <  <  y 3 , I f  (z2) I >  2 .

E dunque esisterà almeno un punto ^ e B f ì v ^  tale che:
Z 2

cHz2 >  %z1 , o <  cfz2 <  y$ m * 2)—f & 2)\
>  2 .

Sia S2 un segmento parallelo all’assey, avente centro in z2 i contenuto in C — eFC 
e nel semipiano y >  o. Diciam o (y 5 , y 4) l’intervallo proiezione di S2 sull’asse y ; 
sarà, ovviam ente: o <  y 6 <  y 4 . L ’equazione param etrica di S2 , rispetto al 
param etro  y, sarà: >x =  x  (y) , y 5 <  y  <  y 4 , con x  (y) =  ^ z 2 . Si può, eviden
tem ente, scegliere z 2 così vicino a i , z^ , così vicino a z2 , ed S2 così piccolo che,

(13) Come si è già avvertito, con éRz intendiam o la parte reale del numero complesso 
z  e con 3z  il coefficiente della sua parte im maginaria.
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per la continuità di /  in C , l’arco / ( S2) risulti tu tto  contenuto in £ >  o , y) >  o, 
ed inoltre riesca:

y 4 <  y  3 >

m in [1 —  I ^  (y) +  iy  | ] >  m ax [1 —  | x  (y) +  iy  I ] , 
ya<y<y% y*<y<y4

m in dist [f  (x (y) +  iy .) , 3D ] >  m ax dist [ /  (x ( y ) +  iy) , ST>] .
ya<y<y2 y5<y<y4

Così procedendo si viene a definire la successione { y m} e la funzione *  (y) 
verificanti 1). . .6), come è ben evidente.

Siano o r a f i  (y) e / 2 (y)  due funzioni reali che godono delle seguenti p ro
prietà: l) f i  (y)  è definita in un insieme %, dell’asse reale y,  composto dall’unione 
di un  num ero discreto (14) di intervalli chiusi contenuti nel semiasse y  >  o: 
h  y I2 > I3 I* * •> a due a due privi di punti interni in comune, tali che ogni 
y  £ l k  sia >  di ogni y  E I^+1, e tali che y  =  o sia l’unico punto d ’accum ula
zione per la successione {1̂ } ; II) f i ( y )  è positiva in % e infinitesima, per y  
che tende a zero su II I)  fissato k , la f i  è continua nei punti interni a l ^ e  
in ciascun punto di &Ik presenta, al più, una discontinuità di prim a specie, 
riuscendovi continua a destra o a sinistra; IV) per ogni k  si ha:

inf f j ( y ) >  sup 
y e l k ? e l k+i

fj (y) •

IV. Se f i ( y )  ef% (y) sono due fu n z io n i che verificano le ipotesi I). . .IV ) 
ora dette, e se:

/  T \ r  ''A O ')  ,C13) m ax hm =  +  00,
^->0(su%) Ji \y)

esiste una successione d i num eri reali { y m} , decrescente infinitesim a , con 
y m e tale che\

00 00

0 4 )  2 * a  0 0  <  +  00 , 2 ^ / 2  o o  =  +  °°-

Non è restrittivo supporre che, per ogni k , esista un y k e l k —  Wlkì tale
che:

V) lim
k —> 00

/ 2 (yj)
f f y ù

-fi 00 .

È subito visto allora che si può definire una successione di intervalli {I^}, 
con lk C j*  , y k Ç I*  ̂ ed una coppia di funzioni f i  (y)  , f i  ( y )  tali che, posto 
^  =  U* l k , le f i  , / 2 e % verifichino le ipotesi I). . .V), e, in più, si abbia: 
V I) f j ( y )  è crescente su si può inoltre im porre la condizione: f i  ( y ) > f i  ( y ) ,

(14) Con il term ine « discreto » intendiamo: finito o numerabile.
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/a  (y) ^ if2 (y) J y  e Basterà allora provare che esiste {j 7w} , con e tale 
che:

00 00

O s) l à  A  O U  <  +  00 , 2 »  /a  Ü U  =  +  00,

00 00

dato che dalla convergenza della serie 2 „ / i  O U  si deduce quella di 2 „ / i  O U

OO OO

e dalla divergenza della serie ^  A  (ÿm) si deduce quella di h  (ÿm)-

Possiamo ora supporre che lk abbia uno (ed uno solo) punto in comune 
con I^+i, e quindi sia un intervallo; infatti, se non ci troviam o in questa 
situazione, possiamo sempre ricondurci ad essa con una trasform azione che* -ft- ÇÛ -y
m uti % non connesso in un nuovo % connesso. È  anche lecito supporre che 

f i  (y) e f 2 (y) siano lineari a tra tti in % — o (15), come è evidente (16b Del pari, 
non è restrittivo supporre che % sia l’intervallo (0 ,1 )  e che il codominio di 

f j  (.y) coincida con ( 0 , 7 ) ,  j  =  1 ,2.
Per dim ostrare la tesi, cioè per provare (15), è sufficiente far vedere 

1 esistenza di una funzione 9 ( t )  definita in 1 t  <C -f- 00, sem pre positiva, 
non crescente, infinitesima per / ->  00, il cui codominio sia contenuto in (o, 1), 
tale che:

+ 0 0  + 0 0

( l6 ) [  A  [? 0)] dt  <  +  00 , f f 2 [<p (*)] d t =  +  OO.
1 ï

Infatti, dato che / )  [9 (/)] è non crescente in (1 , -fi- 00), posto 9 (m) =  y m,
+ 0 0

r  ̂ 00
l’integrale I f j  [<p (/)] dt  e la serie f j  O U  convergono oppure divergono 

1 1assieme.

(15) Cioè ogni intervallo chiuso, escludente l’origine e contenuto in € , si lascia decom
porre in un numero finito di intervalli chiusi, a due a due privi di punti interni in comune, 
su ognuno dei quali la / \  coincide con una funzione lineare.

(16) Se, infatti, le f x e f 2 non verificano tale ipotesi, è possibile sostituirle con due 
nuove funzioni <p1 e cp2 che la soddisfino, che verifichino tu tte  le altre ipotesi ammesse 
p e r / i  e f 2 e tali che: cp1 > f 1} <p2 < / 2 , in guisa tale che il teorem a risulta dim ostrato se 
si prova 1’esistenza di { ÿ m} verificante le seguenti relazioni:

OO 00

«Pi ( J J  <  +  0 0  , E *  <p2 (.P J  =  + 0 0 .

w  00
In  effetti, dalla convergenza della serie 9X (ÿm) segue quella di f x ( J  ) e dalla

OO OO
divergenza della serie 2 *  9 2 ( J J  segue quella di H m f 2 ( ÿm).
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Per ogni / tale che o < / <  1, si ponga:

F  (t) =  m ax I y  A  L / f1 001 » m ax ~ Â  [A"1 (91 j (17)>

g  (9  =

X

=  , + J
F ' (/)

/F  (/) [log F (Z)]2 d t , O <  T <  I .

L a F  (/) risulta continua e non crescente in o <  t <  i e tale che:

lim F  (/) =  -f- oo .

L a F (t ) è assolutam ente continua in ogni intervallo chiuso contenuto in 
o <  t <  i; l’insieme dei punti nei quali F  non ha derivata, se non è finito, 
ha, come unico punto d ’accumulazione, l’origine; la F ', dove esiste, è sem
pre negativa, fuori di un insieme T, composto da un num ero discreto di 
intervalli, a due a due disgiunti, che, se non sono in num ero finito, hanno, 
come unico punto d ’accumulazione, l’origine; nei punti di T  si ha sempre 
F ' =  o. T u tte  queste proprietà di F  seguono subito dal fatto che le f j  sono 
lineari a tra tti in % —  o. L a ^  (t) gode delle stesse proprietà ora elencate per 
F (/). Allora, la sua inversa g ~ x (/) riesce definita in i <  / <  -f- oo privato 
di un insieme discreto di punti, avente derivato vuoto. Si vede facilmente 
che, posto:

9 oo = / r 1 - i <  t  <  +  o o ,

la 9 così definita è positiva e non crescente in i <  / <  +  oo, infinitesima 
per / -> o o ;  inoltre 9 (/) ha codominio contenuto in (o , 1) e, con un calcolo 
elementare, si vede che:

+00 +00 +00

I  A  [9 (9  dt =  ^  , J / 2 [9 (*)] dt =  j  d t = + o o  .
1 1 2

Sono così provate le (16), e quindi il teorem a è dim ostrato.
Possiamo ora m ostrare che:
V. Esiste una successione {zn} d i p u n ti d i C —  otC, tale che siano soddi

sfatte le (3).
Se è verificata la condizione a), le funzioni f ± (y) =  1 —  | x  (y) +  iy  | , 

/2  (y) =  bist [ / (x (jy) +  iy) , ^D], ove x  (y) è la funzione di cui al teorem a III,  
soddisfano le ipotesi del teorem a IV  e quindi esiste una successione { ÿ m} 
tale che:

00 00
X », t1 —  \ x ( ÿm)  +  w m\] <  +  00 , dist U t x (ÿm) +  iÿm) , m ]  =  +  00.

Allora, la successione {zn} , con zn =  x  ( ÿn) +  iyn, soddisfa le (3).

(17) Se /  è una funzione invertibile, con /  1 intendiam o la sua inversa.
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Se è verificata la condizione ò), le funzioni f x (y) =  y  e / 2 (y ) =  
=  1 — / ( i — y ) soddisfano le ipotesi del teorem a IV, e quindi esiste una 
successione { y m} tale che:

OO OO

2 * Sn, <  +  00 , X* t1  / ( I   j7»)] =  +  OO,

donde, essendo:

= 0 ( I )  PCr ^ ° +’

si trae:

X „  S m <  +  OO 
1

X OT dist [ /  (I — ÿ m) , £D] =  +  00.

Allora, la successione { zn} , con zn =  1 — y n, soddisfa le...(3).


