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Analisi matematica. — Sw/le ipotesi di un teorema relativo all’ ap-
prossimazione delle funzioni olomorfe. Nota di Luciano DE VrTo,
presentata @ dal Corrisp. G. FICHERA.

SUMMARY. — Let A be a bounded domain whose boundary % is a closed Jordan curve.
If Te CY a necessary and sufficient condition has been given for the uniform approximation
of a function f, holomorphic in A and continuous in A UX, by rational functions with prescribed

poles. In this paper one proves that the theorem fails to be true under the only assumption
TecCh

Sia A un campo (insieme aperto) limitato del piano della variabile com-
plessa w, avente per frontiera una curva di Jordan semplice e chiusa . Siano
assegnati una successione di punti {w,} (con z=1,2, - e con w,, ==w,
se m ==#) ed una successione di interi positivi {v,}. I punti w, siano tutti
esterni ad A. Si indichi con {R,, ()} il sistema di funzioni razionali ottenuto

1
w—w, = (w—wy,)? "’

; m=1,2,---. Sia Q(A) lo spazio di Banach

ordinando in un’unica successione tutte le funzioni

1 I
(w — wy)3 ’ !

(w— )"

delle funzioni f (w) continue in A U X ed olomorfe in A, dotato della norma

| /| = max |f(w)|. E stato dimostrato da G. Fichera il seguente teo-
C w€AUS

rema @: supposto che ¥ sia una curva di classe C"”, condizione necessa-
ria e sufficiente perché il sistema {R, (w)} sia completo in Q(A) & che

0
En v, dist (w, , ) = 4 co @. Fichera ha anche provato che il teorema, in
1

generale, non & vero, se sulla curva di Jordan X non si fa l'ipotesi che essa
sia di classe C' (cosi, ad esempio, il teorema non &, in generale, vero se X
'presenta un punto angoloso), Restava aperto il problema di decidere la vali-
ditd o meno del teorema nell’ipotesi che X sia 'di classe C (senza I'ulteriore
condizione X € C*). Scopo della presente Nota ¢ di mostrare che, se si fa
soltanto I’ipotesi T € C', il teorema non & pill — in generale — vero.

(*) Nella seduta del 9 dicembre 1967.

(1) Si vedano i seguenti lavori di G. FICHERA: a) A pprossimazione uniforme delle funzioni
olomorfe mediante funzioni razionali aventi poli semplici prefissati, « Rend. Acc. Naz. Lincei»,
Nota I e II, ser. VIII, vol. XXVII, 1959; b) Swull’approssimazione uniforme delle funzioni
olomorfe con funzioni razionali aventi i poli prefissati, « Rend. Acc. Naz. Lincei», ser. VIII,
vol. XXX, 1961; ¢) Sull’approssimazione delle funzioni olomorfe con funzioni razionali, in corso
di stampa su « Rend. Sem. Matem. Univ. e Polit. di Torino ». Nel lavoro ) il teorema & dimo-
strato‘supponendo X e C% in c) esso & ottenuto nell’ipotesi che la curva X sia di classe C1'%.

(2) Con il simbolo dist (T1,Ts), ove T1 ¢ Tz sono due insiemi (uno dei quali pud esser

anche costituito da un sol punto: per esempio dal punzo z), intendiamo indicare la distanza
tra 1 due insiemi Ty e Ty,
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Usando i ragionamenti contenuti nel lavoro citato con la lettera &) nella
nota @, si vede che il nostro asserto sard provato non appena avremo fatto
vedere che, rappresentato conformemente P'esterno E di A sul campo circo-
lare |z| < 1 del piano della variabile z, esiste una successione {w,} di punti
di E tale che, detta z, I'immagine di w, nella predetta rappresentazione
conforme, riesce:

(o] oo

1 1

Assumeremo come curva X, del piano della w, I'immagine, nella rappre-
sentazione conforme w = 1/¢, della frontiera D di un qualsiasi dominio D,
del piano della variabile complessa {=£ + 7y, verificante le seguenti condizioni:

1) per ogni { €D si ha: [{] < 1; 2) D & simmetrico rispetto all’asse £
e contiene nel suo interno il punto { =o0; 3) §D & una curva regolare,
semplice, chiusa, rappresentabile in forma parametrica al modo seguente:

C=C@O=E0@+m@,—1<r<1, con:
(1) C@OH=C(—6® per —1<st<1, 7n@#) =0 per o<t

inoltre { (#) & di classe C'in — 1 <#< 1 e di classe C’, con s> 2, in cia-
%

scuno dei due insiemi — 1< #<<0,0<#< 1, riuscendo [—5—; z (i)} =
4 t=-—1

%
=[§l‘7 C(z)} K k£=0,1,---,s infine esiste #,, con 0 < #, < I, tale che:
t=

(2) C@:I'{—fﬁc}{d’r'{'# per o0 <¢< 4.
0

Per dimostrare la nostra tesi ci basta, ovviamente, far vedere che, se
C =/(2) & una rappresentazione conforme del campo circolare |z| <1 su
D — &D, esiste una successione {z,} di punti del piano della variabile z tale
che |z,| <1 ed inoltre:

(s o0

(3) ‘;n(l—izn])<—l—oo , ;nciist(f(zn),e"s'D):-}—oo,

0 \
(dato che I'ultima di queste due serie e la serie En dist (?é—) , 2) convergono
oppure divergono assieme). ! "
Poiché §D ¢ di classe Clr(in forza della condizione 3)), la funzione
€ = f (2) si prolunga, per continuitd, su tutto il dominio circolare C: |z | < 1
e, dopo esser stata cosi prolungata, fornisce I'equazione di un omeomorfismo

(3) Se z ¢ un numero complesso, con Z indichiamo il suo coniugato.
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di classe C° di C su D ®. Sceglieremo. la f determinata dalle seguenti due
condizioni:

@ f@=o0 , F)=r1

Indichiamo con z = /=1 ({) l'inversa della { = f(2). La simmetria del
dominio D rispetto all’asse £ (punto 2)) e quella delle condizioni (4) implicano,

ovviamente: f (2) = £ (2) , f~1 () =1 ({) e quindi:
(5) arg /1Y) = —arg /1 () @, CeDb—o.

Posto & = arg 2, indichiamo con & = & (#) I’equazione della corrispon-
denza che associa al punto #di — 1 < ¢ < 1 il numero arg /~1[{(#)]. Come &
noto, & = & (#) e I'equazione di un omeomorfismo di classe C® di §D su §C ©,

Da (1) (5) viene:
6) YO =—8(—8 , —I1<i<I.

Inoltre & (#) & una funzione crescente ed assolutamente continua nell’inter-
vallo —1 <z <1 ™,

Poniamo z = x + Zy. Dimostriamo che:

1. Nelle dette ipotesi, riesce:

+ max lim Akt

@) max lim
z—1 (su §C) g1

f@)—1
x—>1"" r—

e

Supponiamo, per assurdo, che esista un numero L tale che, definitivamente
per z che tende a 1 su §C e per x che tende a 1~, riesca:

(8) JwW—1 , ‘ ﬂz):?.‘ < L.
xr—1 z2—1
Come ¢ noto, la funzione log | f (¢)/z | (definita in z=o0 mediante il valore
limite log /'(0)) risulta continua in C ed armonica in C — §C. Si ha allora,
per —I1<<x <TI:

11 T

; dlog | x —eid ;
log L = — 1 [1og | £ (e 28l 2=ay— L [1og |76 a9,
T

—5 [

(4) Di pit, si puo dire che f(z) &, su §C, uniformemente hélderiana con ogni esponente
<1 (cfr. M. M. LAVRENTIEFF, Sur la répresentation conforme, « C.R. Acad. Sci.», t. 84, 1927).

(5) Con argz intendiamo V’argomento di z compreso tra — 7 e .

(6) Di pit, si puo dire che tale omeomorfismo & uniformemente holderiano nei due
sensi con ogni esponente < I (cfr. loc. cit. nota (4)).

(7) Di pit, si pud dire che @) e ( d«‘:ﬂ(j)

dat
esponente g >0 (cfr. C. GATTEGNO, A. OSTROWSKI, Répresentation conforme & la frontiére,
domaines particuliers, « Mém. des Sci. Math.», fasc. CX, 1949, p. 35; il risultato si deve a
S. WARSCHAWSKI, Ueber einige Konvergenzsiitze aus der Theorie der konformen Abbildung,
« Gott. Nach.», 1930).

—-1
> appartengono a €2 (—1,1) con ogni
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ove con vy si ¢ indicata la normale interna a §C nel punto ¢™®. Dopo aver

eseguito un’integrazione per parti, per ogni x tale che — 1 <x < 1, riesce:
d f(x) . I a oy || @ arg (eid—z) _
TR
1 L@ send (@) .
M?J REGIE [x — e @) ]2 ar ®,

-1

donde, ‘tenendo presente (1) (6):

©) D g SO zj EOEW) _send()

dx xr T 1S ]2 |x—ed@)2

1L

ty
2 [ ¢ send(2) 2 [L@AU@)  send ()
TR )T ja—edopE YT w 2
0

¢
@R Ta—eop Y
£y

Draltra parte, per un noto risultato, in conseguenza di 1) e di (4), esiste, ed

N . . o qe . . x)—1 . . .
¢ maggiore di 1, il limite lim L—)—I—— e, se tale limite & finito, esiste anche,
x—>1"" —‘

ed & maggiore di 1, il limite lim —g—f(x) (etali due limiti coincidono ®). Poiché,
x—>1""
per la prima delle (8), il limite lim 1("‘)__IL deve essere finito, si conclude
x—>1"" -

m %f(x), da cui, ovvia-

che esiste finito, e maggiore di 1, anche il limite li
x—>1"
mente:
(10) %log fg? = 9 (1) per x — 1~

Ma I'ultimo addendo del secondo membro di (9) &, ovviamente, limitato
ino < x <1, e limitato & pure, in tale insieme, il secondo addendo del secondo
membro di (9), dato che:

o

12
¢ sen® (#) _ ¢
fyz;(mz EroNp "”"—9[./3(;«) at
0

0

,0<x < I,

(8) Se con z indichiamo un numero complesso, con  denotiamo il vettore a due com-
ponenti, che ha come prima componente &z (cio¢ la parte reale di z) e come seconda compo-
nente Jz (cio¢ il coefficiente della sua parte immaginaria).

(9) Cfr. C. GATTEGNO e A. OSTROWSKI, Représentation conforme é la frontiére; domaines
généraux, « Mém. Sci. Math. », fasc. CIX, 1949, p. 17; tale risultato & implicitamente contenuto
in: J. WOLFF, Sur une généralization d’un théoréme de Schwarz, «C. R. Acad. Sc.», t. 183,
1926; esso fu poi ritrovato da C. CARATHEODORY,. Ueber die Winkelderivierten von beschraenkien
analytischen. Funktionen, Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften,
1929, e da E. LANDAU e G. VALIRON, 4 deduction from Schwarz Lemma, « Journal London
Math. Soc.», t. 4, 1929.
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e dato che, per la seconda delle (8), si ha: /& () = 9 (1),0 < ¢ < # 10,
Da qui e dalle (9) (10) si trae:

2y

E@)E®@) sen & (2)
@O Jz—et0]2

=0 (1), per x — 1~
|
Da questa relazione si deduce facilmente che:

I
<II> fwd&‘<+oo
0

Per il risultato sopra citato (cfr nota @) si deduce anche che esiste, non nullo

e minore di I, il limite 11m i f (¢), donde:

(12) dialogf—l (€)= 0 (1) per £ - 1~

Detta » la semiretta definita da £ < o,7n = o, ed indicato con Ap un
campo contenuto in D —7, la cui frontiera §Ag sia una curva regolare sem-
plice chiusa di classe Cl, tale che »n §Ag=g, (§D) N (FAg) = A, ove A &
I'arco d’equazione parametrica { = {(¢), —# < ¢ <%, per ogni €A,
riesce:

log /=1 (&) = = | arg [/ <>]Mds
5A,

log | /=1 () | M%%:—w—'dsw i,
(Fag—A “

Da qui e da (12) si trae:

%J arg [f~1(w)] %ﬂd&w =0(1) , per& 1
FAs ”
(10) Basta infatti osservare che:
: ¢ [ —1]| T
YO T TRE— sm =B T

(11) Sussiste, infatti, il seguente risultato: se il campo limitato Ap ha per frontiera una
curva regolare semplice chiusa di classe C', e se ¢ & una funzione di classe C°* su Ao, con
> I/2 detta # la funzione di C° (AguFAg) armonica in Ap e coincidente su FAo con o, €
detta,z una coniugata armonica di # in Ap, la » riesce continua in AguUFAo e, per L€ Ay,

‘risulta:
u(C)———/[ Slog[C——w] @‘(w) dlog |[{— w| s

NV
FA,
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Da questa relazione, con un calcolo elementare, segue:

Zy

f&(x);dx<+oo,

22 |log ¢ |
0

la quale ¢ in contrasto con (11), come facilmente si constata. Il teorema I
¢, cosi, dimostrato.

Dal teorema ora provato si deduce, in particolare, che deve esser soddi-
sfatta almeno una delle due seguenti condizioni.

@) max lim | 2@ =1 | + oo,
z->1(su §FC) z—1
) max lim &) =1 — 4 oo,

x—=1"" X —1

In quel che segue, ci tornera utile la seguente notazione: se z € (C —&C) —o,
con % denoteremo il punto di §C che ha minima distanza da z; se ¥ & un
punto di §C,z sara un punto del segmento di estremi o e Z.

. Esiste un aperto BCC che soddisfa le seguenti condizioni: 1) per ogni
2 € (3C)— 1, linsieme v,OB D ¢ un segmento avente un estremo in z,
II) per ogni z€ B riesce alé%% <M, ove M ¢ una costante dipendente
solo da B.

Sia / un numero positivo e, per ogni { € §D, diciamo Ty il triangolo
equilatero, pensato come insieme aperto, avente il lato di lunghezza /, un
vertice in { ed il centro su v¢. Si pud fissare / in guisa tale che, per ogni { € §D,
risulti: Ty C (D — §D) — o. Indichiamo con Ty il triangolo contenuto in Ty
e determinato dalle seguenti condizioni: Tt ha un vertice in { e 'angolo interno
di Ty in § ha ampiezza 7t/6; inoltre Tt & simmetrico rispetto a v¢, e la distanza
tra § ed il lato di Tt opposto al vertice {, ¢ eguale a //2. Sia z€ (§C)—1 ¢
sia A, il trasformato, per f, del segmento che va da z a o. Evidentemente A,
¢ un arco di curva regolare che incontra ortogonalmente §D in { = f(z).
Sia A, I'arco di A, che ha in comune con &Tj, soltanto i suoi due estremi,
uno dei quali coincida proprio con { = f(2) (in altre parole, sia A, I'arco di
lunghezza massima, contenuto in A,, uscente da { = 7 (z) ed interno a Ty,).
Assumiamo come B il campo contenuto in C, la cui intersezione con vi & vuota
e la cui intersezione con v,, per z € (§C) — 1, & costituita dal trasformato, per
S, dell’arco A; (privato dei suoi estremi). E subito visto che B verifica I).
Per provare II) basta osservare che, se z € B, risulta { = f(2) € T}(g) e quindi:
dist (f(2), D) = | f (¢) —f (%) | sen (w/12), donde: M = 1/sen (x/12).

(12) Qui e nel seguito, con il simbolo v;, quando z€ §C, intenderemo indicare indiffe-
rentemente il versore normale interno a §C in z ed il segmento che costituisce il supporto di tale
versore (pensato come un particolare insieme del piano). Analoga convenzione faremo per
v¢, quando § sara un punto di §D.
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IIL. Se ¢ wverificata la condizione @), esistono una successione di numeri
reali {y, } decrescente infinitesima, ed una funzione x=x (v, definita nellin-

Steme G = Um-( Yomirr Vo) dellasse y, che godono delle seguenti propriets:
1

1) ¥ (y) & reale positiva, e costante su ciascuno degli intervalli compo-
nenti G,

2) lim x(y)=r1;

y—=>0(su G)

3) per ogni y €T, si ha x () + iy € C — §C;

4) min  [1—|x()+y[]> max [t —|x(y) + ]
Yom+1S V<V Yoam+3SYSVomte

5) min dist [f(x (¥)+4y),8D)]> max dist [f(x(y)+4y), §D];
Yom+1SYSVamy, Yom+3SYSVomye

6) max lim dist[f(* () +4),8D] _ + oo

y=>0(su G) I“!x(.y)‘i‘z:yl

In conseguenza di «), che, per ipotesi, supponiamo verificata, esiste
almeno un punto % € (§C) — 1, con #2;>0, 3% >0 93, tale che | £/ ()| > 1.
E dunque esistera almeno un punto z € BN ve tale che: #z > 0,3z > o,

| fla) —f(2)] L , .

-—‘—zl_—gl—l—— > 1. Sia 5; un segmento parallelo all’asse y, avente centro in
21, contenuto in C—§C e nel semipiano y >'o0. Diciamo (y3, y,) linter-
vallo proiezione di S; sull’asse y; sard, ovviamente: 0 < y3 < ¥;. L’equazione
parametrica di Sy, rispetto al parametro y, sardh x = x (), y3 <y < ¥, con
% (y) = &e;. Si puo, evidentemente, scegliere Z; cosi vicino ad 1,2 cosi
vicino a %} ed S; cosi piccolo che — per la continuitd di £ in C — I'arco £ (S,)
risulti contenuto nell’insieme & > 0,7 > o.

Ancora in conseguenza di @), esiste almeno un punto %, € (FC) — 1,
tale’ che:

Ry >Re , 0<IH<ys , | f (F)] > 2.
E dunque esisterd almeno un punto z, € B N ve tale che:

|f(z5) — 1 (2)|
< > 2

|2, — 2, |

Rag >Ry, 0<Izn<ys

Sia S, un segmento parallelo all’asse y, avente centro in 2,5, contenuto in C — &C
e nel semipiano y > o. Diciamo (y5, y4) l'intervallo proiezione di S, sull’asse y;
sara, ovviamente: 0 < y5 < y,. L’equazione parametrica di S,, rispetto al
parametro y, sara: x =x (¥),¥5 < ¥ < y4, con x (y) = Rzy. Si puo, eviden-
temente, scegliere Z, cosi vicino a 1,z2,, cosi vicino a Z;, ed Sg cosi piccolo che,

(13) Come si & gia avvertito, con &z intendiamo la parte reale del numero complesso
z e con Jz il coefficiente della sua parte immaginaria.
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per la continuita di f in C, I'arco f(S,) risulti tutto contenuto in £ > o, n > o0,
ed inoltre riesca:

Ya<Ys,
min [1—[x (y) + &[] > max [1—[x () + &[],
YsSYS9 VsSYSIs
min dist [/ (x (¥) + 2), D] > max dist [f (x (¥) + #), §D].
VsSY<s VsSYSIa

Cosl procedendo si viene a definire la successione {,,} e la funzione x ()
verificanti 1)...6), come & ben evidente.

Siano ora f; (¥) e f; () due funzioni reali che godono delle seguenti pro-
prieta: I) f; (¥) ¢ definita in un insieme %, dell’asse reale y, composto dall’'unione
di un numero discreto ¥ di intervalli chiusi contenuti nel semiasse y > o:
I,I3,I5,--+, a due a due privi di punti interni in comune, tali che ogni
y €l sia > di ogni y €544, e tali che y = o sia I'unico punto d’accumula-
zione per la successione {I;}; II) f; (y) & positiva in G e infinitesima, per y
che tende a zero su %; III) fissato £, la f; & continua nei punti interni a I, e
in ciascun punto di §I, presenta, al pili, una discontinuitd di prima specie,
riuscendovi continua a destra o a sinistra; IV) per ogni 4 si ha:

mf j‘}(y)> SUP 5 ).

Tet1

IV. Se f1, () e fo () sono due funzioni che verificano le ipotesi 1)...1V)
ora dette, ¢ se:

fo ()
(13) max im 25y = oo

esiste una successione di numeri rveali {3,}, decrescente infinitesima, con
Vm €C, tale che:

(14) T AO)<too o X, fo(a) =+ oo
Non ¢ restrittivo supporre che, per ogni #, esista un y, € I, — §I,, tale
che:
fz (7,})
1 ==
V) e Ry T T

E sublto visto allora che si puo definire una successwne di intervalli {Ik}
con IkCIk,kaIk, ed _una coppia di funzioni A (9, fz (») tali che, posto
T = Uz Ik, le fl,]"2 e T verifichino le ipotesi I)...V), e, in plu, si abbia:
VI)fj (¥) & crescente su %; si pud inoltre imporre la condizione: £ ()= f; (»),

(14) Con il termine « discreto » intendiamo: finito o numerabile.
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F ) <fo (¥), ¥ €. Bastera allora provare che esiste {7,}, con 7, €%, tale
che:

o0

(15) S AT <Aoo, ;,,, fo (F) = + oo,

1

dato che dalla convergenza della serie Emfl (7,,) si deduce quella di Emfl (F)
1 1

e dalla divergenza della serie E 7 (7,,) si deduce quella diE S2 (Fm)-

P0551amo ora supporre che Ik abbia uno (ed uno solo) punto in comune
con Ié—i—l: e quindi % sia un intervallo; infatti, se non ci troviamo in questa
51tuaz1one possiamo sempre r1condurc1 ad essa con una trasformazione che
mut1 % non connesso in un nuovo connesso. E anche lecito supporre che
f1 () ef2 (y) siano lineari a trattl in ¢—o 1%, come ¢ evidente U8, Del pari,
non & restrittivo supporre che % sia lmtervallo (0, 1) e che il codominio di
f](y) coincida con (0, ), j =1, 2.

Per dimostrare la tesi, cio¢ per provare (15), & sufficiente far vedere
I'esistenza di una funzione ¢ (¢) definita in 1 < #< 4+ oo, sempre positiva,
non crescente, infinitesima per # - oo, il cui codominio sia contenuto in (o, 1),
tale che:

-+-00 +oo
(16) [Aea<to , [Alp@rd—+ .
1

1
Infatti, dato che fj [¢ (£)] ¢ non crescente in (1, -+ oo), posto ¢ (m) = 7,,,
+o0

Pintegrale sz [o (£)] d¢ e la serie Emf](ym) convergono oppure divergono
1
1

assieme.

(15) Ciot ogni intervallo chiuso, escludente Iorigine e contenuto in %, si lascia decom-
porre in un numero ﬁmto di intervalli chiusi, a due a due privi di punti interni in comune,
su ognuno dei quali la f coincide con una funzione lineare.

(16) Se, infatti, le f1 e f2 non verificano tale ipotesi, & possibile sostituirle con due
nuove funzioni ¢, e ¢, che la soddisfino, che verifichino tutte le altre ipotesi ammesse
per f1 e f2 e tali che: ¢, >f1, P, <f2, in guisa tale che il teorema risulta dimostrato se
si prova Desistenza di { 7,1} verificante le seguenti relazioni:

[oo] oo}

[o0) (o]
In effetti, dalla convergenza della serie Zm ¢, (¥,) segue quella di Emfl()’/m) e dalla
1
o (o] -
divergenza della serie ¥, 9, (7,,) segue quella di ¥, 2 (7,0
1 1
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Per ogni ¢ tale che o <# <1, si ponga:

F (1) = max | L/, [/ )], max L fy [F-1 ()| o,
) t<t<l

F' ()
g(T)———I—f—J—)[TO—gWaIZ‘ o< t<I.

La F (#) risulta continua e non crescente in 0 < # < 1 e tale che:

lim F(#) = 4+ oo.

t—>0F
La F () ¢ assolutamente continua in ogni intervallo chiuso contenuto in
0 < ¢ < 1; l'insieme dei punti nei quali F non ha derivata, se non ¢ finito,
ha, come unico punto d’accumulazione, l'origine; la F’, dove esiste, & sem-
pre negativa, fuori di un insieme T, composto da un numero discreto di
intervalli, a due a due disgiunti, che, se non sono in numero finito, hanno,
come unico punto d’accumulazione, l'origine; nei punti di T si ha sempre
F' = o. Tutte queste proprieta di F seguono subito dal fatto che lef, sono
lineari a tratti in
F (#). Allora, la sua inversa g~ 1(?) riesce definita in 1 < ¢ < + oo privato
di un insieme discreto di punti, avente derivato vuoto. Si vede facilmente
che, posto:

o (1) =Frllg 1 ()], 1< ¢ < + oo,

la @ cosl definita ¢ positiva e non crescente in 1 < 7 < -+ oo, infinitesima
per £ — oo; inoltre ¢ (#) ha codominio contenuto in (0, 1) e, con un calcolo
elementare, si vede che:
+o0 +00
I
= 1
Jfl [o (O] dt = 1og2 ; ffz [ (2] ”’l‘:J ‘&Eﬁdt:—’roo-
i 2
Sono cosi provate le (16), e quindi il teorema & dimostrato.
Possiamo ora mostrare che:

V. Esiste una successione {z,} di punti di C—8C, tale che siano soddi-

sfatte le (3).

Se & verificata la condizione ), le funzioni f; () = 1 — |z (¥) 4 #¥|,
Jo () =dist [f (x (¥) + &), D], ove x (¥) ¢ la funzione di cui al teorema III,
soddisfano le ipotesi del teorema IV e quindi esiste una successione {7, }
tale che:

o0 o0

E [1— |2 () +Tnl]l<+oo ;m dist [f (x (7,) + 7,,) , ¥D] =

Allora, la successione {z,}, con z, = x (J,) + ¥, soddisfa le (3).

(17) Se f & una funzione invertibile, con f~' intendiamo la sua inversa.
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Se ¢ verificata la condizione 8), le funzioni fi(¥) =y e fo(y) =
= 1— f(1—y) soddisfano le ipotesi del teorema IV, e quindi esiste una
successione {7, } tale che:

(=] o

Xom<too o X I—f0—5)] =+ e,

donde, essendo:

—f—y _
dist[f (1 —y), §D] =9.(1) per y-—ot,
si trae:
X, Ju<too X, dist[f(1—7,),5D] = + oo

Allora, la successione {z,}, con z, = 1 — 7,, soddisfa le (3).



