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N O T E  D I  S O C I

Magnetoelasticità. — Sulla possibilità di sforzi asimmetrici in 
un corpo elastico omogeneo isotropo, elettricamente conduttore, in moto 
vibratorio sotto dazione di un campo magnetico. Nota I (#) del Corrisp. 
C a t a l d o  A g o s t i n e l l i .

S u m m a r y . —  W ith the purpose of dem onstrating the possibility of asym m etric stress 
in an  electrical conductive elastic body, in vibratory motion under the action of a magnetic 
field, in this first paper we establish the equations of the motion on the admission th a t 
any  cause engender on the volume elements of the body rotative couples, which are depend
ent on the strains and on the rotation, and which determ ine asym m etric stress. These 
stresses derive from an elastic potential, which in general is a  homogeneous quadratic function 
of the six elements of the deformation and of the elements of the rotation.

I. Il problem a delle vibrazioni di un corpo elastico omogeneo isotropo, 
elettricam ente conduttore, nel quale per effetto del m ovim ento e di un  campo 
m agnetico esterno si generano delle correnti elettriche di conduzione, e quindi 
un campo m agnetico indotto che modifica lo stesso m ovimento, costituisce una 
delle questioni che attualm ente va destando un notevole interesse dando luogo a 
un nuovo campo di ricerche che va sotto il nome di Magnetoelasticità [9],[12].

O ra per Tinterazione che ne nasce tra  il m ovim ento vibratorio del corpo 
elastico e il campo m agnetico indotto è possibile che ogni elem ento di volume 
sia soggetto a una coppia che si m anifesta con una dissim m etria nella distri-

(*) Presentata nella seduta del 9 dicembre 1967.
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buzione degli sforzi interni, per cui questi vengono a dipendere in generale 
oltre che dai sei elem enti della pura deformazione, anche dalle tre  componenti 
della rotazione. Va rilevato che questa dissim m etria negli sforzi interni era 
già stata considerata, nel caso statico, da Voigt [1], L arm or [2], Lord K el
vin [3], Com biebac [4], ed altri, nonché dal nostro Somigliana [5], che nel 
tentativo di estendere la teoria deH’elasticità al caso in cui sul mezzo ela
stico agisce un campo m agnetico variabile da punto a punto, per spiegare 
l ’esistenza di reazioni elastiche alle rotazioni molecolari, suppone l ’energia 
elastica W  dipendente oltre che dalle sei componenti di deformazione anche 
dalle tre  com ponenti della rotazione. O ttiene così, nell’ipotesi dell’isotropia, 
e nel caso statico, delle equazioni di equilibrio in cui intervengono le com
ponenti di m om enti agenti sugli elementi di volume, assegnati ad arbitrio.

Più recentem ente questa teoria degli sforzi asim m etrici nella statica ela
stica ha avuto delle notevoli estensioni da parte  di diversi autori (cfr. [7]); 
che però am m ettono la presenza di m om enti di rotazione sugli elementi super
ficiali, ciò che dallo stesso Voigt fu riconosciuto discutibile. Quando invece 
si considera l ’azione di un campo elettrom agnetico sul moto vibratorio di 
un corpo elastico elettricam ente conduttore, ne nascono dei m om enti mole
colari di reazione che possono dar luogo a una distribuzione asim m etrica degli 
sforzi interni.

Invero, nel caso di un corpo elastico elettricam ente conduttore, soggetto 
a un campo m agnetico esterno uniforme, il problem a si riduce alla conside
razione di due sole equazioni differenziali vettoriali; fra di loro connesse, in 
cui sono funzioni incognite della posizione e del tem po, lo spostam ento « dei 
punti del mezzo elastico e il campo m agnetico indotto h.

L a prim a, quella del moto, contiene l ’azione deflettente di Lorentz; la 
seconda è quella che governa la variabilità del campo magnetico indotto. 
Ora, nell’ipotesi della perfetta conducibilità elettrica del mezzo, tale da poterla 
ritenere infinita, supponendo il campo magnetico indotto dello stesso ordine 
di grandezza dello spostam ento, sussiste la circostanza che detto campo 
magnetico indotto h si esprime in funzione dello spostam ento e lo si può eli
m inare dall’equazione del moto.

Si ha così u n ’unica equazione differenziale vettoriale lineare indefinita, 
che risulta u n ’estensione di quella classica e che, insieme a quella che deve 
essere verificata in superficie, definisce lo spostam ento s, essendo assegnate 
ad arbitrio le forze di m assa e quelle superficiali non elettrom agnetiche.

L ’equazione del m oto così ottenuta si può m ettere ancora sotto la forma 
classica in cui l ’azione degli sforzi interni, o dello stress, risulta uguale al 
gradiente di una omografia vettoriale (o tensore degli sforzi); m a questa 
omografia risulta ora la somma di una parte  sim m etrica ('dilatazione), e di 
una parte  em isim m etrica {assiale). Il doppio vettore di quest’u ltim a rappre
senta il mom ento delle coppie elem entari agenti sugli elementi di volume.

Anche in questo caso esiste il potenziale elastico, il quale risulta una 
funzione omogenea quadratica delle sei componenti della deformazione e 
delle tre componenti della rotazione.



C a ta ld o  A g o s t in e ll i ,  Sulla possibilità di sforzi asimmetrici, ecc. 4 1 9

Questo potenziale, nel caso dell’isotropia assiale, come fu dim ostrato da 
Somigliana [6], è in generale la combinazione lineare a coefficienti costanti 
di undici invarianti quadratici e contiene quindi undici coefficienti.

Nel caso del problem a m agnetoelasticq qui considerato detti coefficienti 
si riducono soltanto a tre che sono sostanzialm ente i quadrati delle velocità 
delle onde elastiche longitudinali e trasversali e delle onde m agnetodinam iche 
di Alfvén. Inoltre il potenziale dipende solo da otto caratteristiche che sono 
le sei componenti della deform azione e le due componenti della rotazione 
ortogonali alla direzione del campo m agnetico esterno. In  tal modo risultano 
com pletam ente determ inate le componenti distinte dello stress, anch’esse in 
num ero di otto, in funzione delle stesse caratteristiche. Di conseguenza risu l
tano determ inate anche le componenti dei m om enti delle coppie elem entari 
agenti sugli elementi di volume, che si riducono solo a due, m entre la terza, 
parallela al campo magnetico esterno, è nulla. Questi m om enti dipendono, 
oltre che da due componenti della rotazione anche da due dei coefficienti 
di scorrimento.

Infine risulta esplicitata l ’equazione che deve essere verificata in super
ficie, la quale differisce da quella classica per l ’aggiunta dei term ini dipendenti 
dalla asim m etria degli sforzi interni e dovuti all’azione del campo m agnetico.

In questo modo viene messo in evidenza un caso fisico concreto in cui 
può essere realizzata la asim m etria degli sforzi.

2. Consideriamo un corpo elastico in moto vibratorio sotto l ’azione di 
forze di m assa F ^ S  e di forze superficiali fda , agenti rispettivam ente sugli ele
m enti di volume d S e sugli elementi di superficie da. Supponiam o inoltre che 
sul corpo agiscano delle cause che per effetto del moto generino delle in tera
zioni che diano luogo a rotazione degli elementi di volume con sforzi interni 
asim m etrici involgenti, sugli elem enti di volume d S, delle coppie di m om ento 
M dS  dipendenti dagli elem enti della deformazione e dalla rotazione.

La prim a equazione di D ’Alem bert, applicata a una porzione arb itraria  S ' 
del corpo elastico, lim itata dalla superficie a', osservando che la risultante 
delle forze costituenti le coppie elem entari è nulla, porge

( 0  I p ( F - ^ f f s + j < P n Sa =  o,
S' a '

dove p è la densità del corpo, s  il vettore spostam ento del generico punto P 
di esso e lo sforzo specifico che si esercita dall’esterno sull’elemento da 
della superficie cri Per la formula di Cauchy, che sussiste sempre, anche nel 
caso di sforzi asimmetrici, risulta [io]

(2) <Pn =  ot<Px +  +  y <Pz ,

dove, con riferim ento ad una terna di assi cartesiani ortogonali O (xyz), 
a , ß , y sono i coseni direttori della normale all’elemento da considerato, 
che conveniamo rivolta verso l’interno del volume S', m entre <PX , <fry , <frz ,
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sono gli sforzi specifici relativi agli elementi di area le cui norm ali sono 
parallele agli assi coordinati.

Sostituendo nella (1), e applicando le formule di Gauss, col solito ragio
nam ento si deduce l ’equazione indefinita

^  ^ ( n  d 2 s  \  _  d & x  d & y  d & z

(3) p vF — -  ~ a r  + - $ r  +  ~ sT  ■

L ’equazione integrale dei momenti, applicata allo stesso volume S', 
risulta invece

(4) f  (P — O) A p ( f  — + f  M dS - h f  (P — O) f \ & n d G  =  o,
S' S' o'

che, tenendo conto della (2) e della (3), porge la seconda equazione indefinita

(5) M —  ( I A ^  +  J A * ,  +  K A * , )  =  o,

avendo indicato con Ï , J , K i versori degli assi.
Dalla (5), prendendo le componenti secondo gli assi, abbiam o

M ,=  —

(5') * £ ,=  <!>„ — Q„

M =  <& —  (pxyxz  ^ x y  ^ y x  j

le quali m ostrano che i m om enti delle coppie agenti sugli elementi di volume 
(riferiti a ll’un ità di volume), dipendono dalla asim m etria degli sforzi interni.

Agli stessi risultati si perviene applicando il principio variazionale di 
H am ilton espresso dalla relazione

h
(6) j  (8L(e) +  SLW +  ST) dt =  o,

*0

dove, per una variazione virtuale arb itraria Ss dello spostam ento s, assogget
ta ta  alla sola condizione di annullarsi negli istanti estremi t0 , tx de]l’intervallo 
di tem po considerato, il lavoro SL(é?) delle forze esterne applicate, di m assa 
e superficiali, è dato da

§LW =  j  pF X Ss dS  +  j  f  X Sa-da.
S a

L a variazione dell’energia cinetica T  in tu tto  l ’intervallo di tem po 
(t0 > A)> risulta [io]:

ST -dt = dt p - g f  X W S .
to s
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Infine il lavoro virtuale delle forze elastiche interne è dato da

SL» =  f  (®, X S-g- +  9 ,  X S f .  +  t ,  X S-g-) rfS =
s

=  -  j  +  P* , +  Y*.) X W *  -  j  ^  X W S  .
o S

Sostituendo nella (6), per l ’arb itrarietà della variazione Ss dello sposta
m ento s, e l’arb itrarietà  dell’intervallo di tem po (t0 , tf), tanto  negli integrali 
di volume, come in quelli di superficie, si ottengono senz’altro la (3) e l’equa
zione che deve essere verificata in superficie:

(7) / — ( + ' ßtf,  +  y*,) =  o.

Se introduciam o l ’omografia ® degli sforzi interni, rappresentata dalla 
m atrice asim m etrica

®̂ XX ®̂ xy

®  = ®.yx ®y y

®̂ zx ®̂ zy ®̂  zz

le equazioni (3) e (7) si possono scrivere

(8) p (f - ^ )  =  g ra d O

(9) / —  0« =  o.

Indicando con KO la coniugata, o trasposta dell’omografia O [8], con

(10) D 0 =  L (0 +  K 0)

la sua dilatazione, o parte simmetrica, e con V® il suo vettore, tale che

(11) V 0 A =  A (0 — KO)

ne rappresenta la parte  emisimmetrica, in virtù delle (5') si ha che il m om ento M 
delle coppie di reazione interne è dato da

(12) M = 2 V ® .

Poiché risulta ® =  D® +  V® A , si ha

grad ® =  grad D® —  ro t (V®) =  grad D® -— — rot M ,

e l’equazione (8) del moto e quella in superficie si possono scrivere anche

(13) P (f  —  ) =  grad DO —  A  rot M

(14) / —- D® w -----| - M A »  =  o.

Esse m ettono in evidenza l ’influenza del m om ento delle coppie di reazione 
interne sul m ovim ento vibratorio del corpo elastico,
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3. T rattandosi di m ovim enti vibratori infinitesimi e isotermi esiste il 
potenziale elastico che, riferito all’unità di volume, indicheremo con W. 

Ora, essendo u , v , w  le componenti dello spostam ento s } se indichiamo
con

OS)

£ 12 =  £ 21 : dy +

du dv dw
el l  — dx 31 £22 :=  "37 ’ £33 ~W >

dv 3z> dw
dx > s 23 — £32 r h

8*1 + dy > £31 =

L deformazione, e con

dw 3 u
dx 3z

(15')
__ 3w  dv du 3w

<*>1 dy dz > w 2 3Z
__ dv du

le componenti del vettore co =  rot s, il potenziale W  nel caso considerato 
sarà una funzione omogenea quadratica delle nove quantità eÿ ,co,-..La sua 
variazione, dovuta a una variazione arb itraria Ss dello spostam ento s, che 
rappresenta la variazione dell’energia elastica interna (riferita all’unità di 
volume), sarà uguale al lavoro elem entare compiuto dalle forze elastiche 
interne, cam biato di segno. Avrem o quindi

- 8 W  =  * , x S g - + * , x S | - + < I > . x 8 - |  =

=  ®XX Ssu +  Q>yy Ss22 +  ^£33 +  — (Oxy +  <&yx) Ss12 +

+  Y (‘b'z +  £̂23 +  L  +  $**) Ss31 +

+  (®yz ®zy) Scoi +  (®zx--- $«) Scù2 +  — (®xy---®yx) Sw3 ,

il cui ultim o m em bro è un invariante, e precisam ente l'invariante primo  del- 
l’omografia vettoriale

D O . S D ^ - - 4 ( v OA) ( S a > A) ,

dove è l ’omografia di deformazione e D la sua dilatazione.

Esplicitando il SW, ed uguagliando i coefficienti delle Ss# e Sù)z- nei due 
mem bri, si deduce

(16) dw
3en o 3W

3s22 y y
3W
3S33=  o zz  )

3W
3 e i2 y  (ß>xy+^>yx)

3W
3s*23 — (^yz +  ®zy)

3W 
3̂31

3W
3coi

i_(-(D __<d -)
2  V y z  ^  z y j = .1(<D3C02 2  ̂ zX ®»)

dVJ
3o)3

1
2 (®*y )y x j  J
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e reciprocam ente
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