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Algebra. —■ Piattezza della chiusura henseliana. Nota ^  di S ilvio  
G r e c o ,  presentata(**) dal Corrisp. G . Z a p p a .

S u m m a ry . — Statement of a theorem of flatness for the henselisation of a (not neces-
sarily local) commutative ring, and outline of the proof.

L a nozione di « chiusura henseliana » (henselisation) di un  anello locale, 
in trodotta da N agata nel 1953, è stata  successivamente estesa alla categoria 
delle coppie (A , m) (A anello commutativo, m ideale) da J. P. Lafon, il 
quale ha dim ostrato il teorem a generale di esistenza ([2], theor. 1). Nel caso 
locale sono note diverse proprietà della chiusura henseliana (cfr. [3], cap. V II), 
m entre assai poco è noto nel caso non locale.

In  questa N ota m i propongo di enunciare un teorem a di s tru ttu ra  pér 
la << H -ch iusu ra  relativa >> di una coppia (teor. 1.1), dal quale discende age
volm ente il teorem a generale di piattezza per la chiusura henseliana, già 
ben noto nel caso locale (teor. 1.3). Le dimostrazioni, che qui sono appena 
accennate, appariranno in dettaglio in un mio prossimo lavoro dedicato allo 
studio della chiusura henseliana.

i . Sia © la famiglia delle coppie (A , m) dove A  è un anello com m utativo 
con identità ed m è un ideale proprio di A. Se (A , m), (B , n) 6 ©, un morfismo 

/  : (A , tn) (B , n) è un  omomorfismo unitario di anelli /  : A  ^  B tale che 
/ -1  (n) =  tn. E  chiaro che con tali morfismi <2 è una categoria.

U na coppia ( A , ttt) sarà detta  H —coppia se ogni polinomio unitario 
/  (X) e A  [X] verifica la tesi del lem m a di Hensel (per m aggiori dettagli 
cfr. [ i]  o [2]). È  chiaro che le H -coppie formano una sottocategoria piena X 
di ©. J. P. Lafon ha dim ostrato che il funtore im mersione j  : X & ha un 
funtore aggiunto h : © -> X. Tale funtore dicesi H -ch iusu ra  (o chiusura 
henseliana). Se A  è un  anello locale ed m è il suo ideale massimale, h (A , tn) 
coincide con la « henselization » definita da N agata (cfr. [3] pag. 180).

Siano (A , nt) 6 © , (Â , tn) il com pletam ento tn-adico di (A , tn), e (Ä , nt) 
l ’im m agine canonica di (A , tn) in (Â , tn). Sia (B , n) l’intersezione di tu tte  
le so tto -H -copp ie di (Â , nt) contenenti (Ä , nt). Tale coppia esiste ed è una 
H -coppia ([2], § 2), e si dice H -ch iusu ra  relativa di (A , ni) (in (Â , tn)).

L a H -ch iusu ra  relativa della coppia (A , nt) coincide con la H -ch iusu ra  
di (A , nt) quando A  è un anello finitam ente generato (cfr. [2], § 3).

la
(*) Lavoro eseguito nell’ambito del raggruppamento n. 32 del Comitato Nazionale per 

Matematica del CNR.
(**) Nella seduta del 14 novembre 1967.
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Teorema i . i . -  Siano A  un anello regolare, m un ideale di A, (B , n) 
la W-chiusura relativa di (A , ut). Allora si ha:

a) (B  ̂n) è una sottocoppia di (Â , ni), A induce in B la topologia w-adica 
 ̂ (B , n) =  (Â , m).

b) (B , n) è un anello di Zariski.
c) A  è B -fedelmente piatto e B è A-piatto.
d) B è regolare.

Corollario 1.2. — Sta  A  =  Z [ X i , • • - , X w], e siano a ed m due ideali 
di A con a c ro . Sia  (B , n) =  h (A , m). Allora si ha:

a) h (A/a , nt/a) =  (B/qB , n/aB).
b) B/aB è Afa-piatto.

Prova. Poiché A  è un anello finitam ente generato, (B , n) coincide con 
la H -ch iusura  relativa di (A , ni). Quindi per il teorem a i .i a) e b) l'ideale ctB 
è chiuso rispetto alla topologia indotta da A. L a a) segue allora da [2] (cor. 2 
del teor. 1). La b) segue subito dal teorem a i .i c).

TEOREMA. 1.3. -  Siano A un anello, ni un ideale di A e (B , n) la ì i —chiu
sura di (A , m). Allora B è un A-modulo piatto.

Prova. Si ha (A , in) =  lim (Ai , ni*), dove {Az-}/ei è il sistema induttivo
~— ^

dei sottoanelli finitam ente generati di A  ed ut,- =  ntO A,- (i G I). Ne segue 
h (A , m) =  lim h (A,- , nt,-),. e la tesi discende dal corollario precedente.

2. Il teorem a i .i è una conseguenza im m ediata dei prossimi teorem i 2.5 
e 2.6, i quali perm ettono di adattare al caso generale alcuni procedim enti 
usati da N agata nello studio della chiusura henseliana di un anello locale.

P rem ettiam o alcune definizioni:
Definizione 2 .1 .-  Sia  (A , ni) e e, e sia f  (X) =  a0 +  ai X  fi--------b X*€ A  [X ].

Diremo che fi (X) è un N -polinomio su (A , m) se si ha\ ao e nt e (ai , m) =  A.
Sia ora (A , ni) e 0  con A  noetheriano, e sia (Â , ni) il com pletam ento 

m-adico di (A , nt). Sia / ( X )  un N -polinom io su (A , m). Per il lemma di 
H e n s e l /  (X) ha una radice xewi .  Sia Ä  Pim m agine di A, in Â, e poniamo 
B =  Ä W it ; nAM e d n  =  tnnB.

Definizione 2.2. -  (B , n) si dice ÌA-estensione semplice d i (A , ni).
Definizione 2.3. -  Una ÌA-estensione di (A , ni) è una coppia (B , n) otte

nuta da (A , m) mediante un numero finito di ÌA-estensioni semplici successive.
Si può dim ostrare che ogni N-estensione di (A , ni) è una sottocoppia 

di (A , nt). Ciò dà senso alla seguente
Definizione 2.4. -  La ÌA-chiusura di (A , to) (in (A  , nt)) è il  limite induttivo 

delle N -estensioni d i (A  , nt).

Theorema 2.5. -  Siano A  un anello noetheriano, nt un ideale di A  e 
(B , n) la ÌA-chiusura di (A  , ni). S i ha allora'.

a) (B ? tt) e una sottocoppta di (A  , nt), Â  induce in B la topologia 
w-adica e (B , n) =  (Â , ni).

b) Ogni ÌA-polinomio su (B , n) ha una radice in n (cfr. def. 2.1).
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c) (B , tt) è un anello d i Zariski.
d) A  è fedelmente piatto su B e B è piatto su A .
e) Se A  è regolare anche B è regolare (e quindi è somma diretta di un 

numero finito  d i domini integralmente chiusi).

È facile vedere che, con le notazioni precedenti, (B , n) è una sottocoppia 
della H -ch iusu ra  relativa di (A , m). Per giungere al teorem a 1.1 basta 
allora dim ostrare che se A  è regolare, (B , n) è una H -coppia. Ciò segue 
subito dalle condizioni b), c), e) del teorem a 2.5, e dal seguente teorem a 2.6, 
che è una conseguenza del teorem a 6.1 di - [1 ].

T eorema 2.6. -  Siano B un anello ed n un ideale di B contenuto nel radicale 
di B. Supponiamo che B sia somma diretta di un numero finito d i domini 
integralmente chiusi. Allora (B , n) è una Yi-coppia se e solo se ogni N -poli
nomio su (B , n) ha una radice in n.

B ib lio g r a fia .

[1] G reco S., Qualche condizione di henselianità per anelli non locali, «Le Matematiche»,
Catania 1967 (in corso di stampa).

[2] L afon  J. P., Anneaux henseliens, «Bull. Soc. Math, de France», g ì , 77-107 (1963).
[3] NAGATA M., Local rings, «Interscience Publishers», 1962.


