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A nalisi m atem atica. — ■ Una osservazione sulla natura delle solu
zioni delle equazioni quasi—èliittiche in un semispazio. N ota di B r u n o  

P i n i , presentata (*} dal Socio G. S a n s o n e .

Summary. — Let P d
dxi u — o be a quasi-elliptic partial differential equation

with constant coefficients. Let f  . (xx , • • •, x n- i) ,  j  =  o , 1 • • •, p  — 1, be the Dirichlet data 
for ( x ; x ^ K n , x n >  o). The object of this paper is to determine the Gevrey class of u in

_1
{x  ; x  e  Kn , o <  xn <  a } (a any positive) if / .  e S

J  Vi» ’Y n —1

Sia .r =  (x1 , • • •, x n) un punto arbitrario  di R w; indichiamo con P (D) =
( 9 5 \~— ) un polinomio differenziale con coefficienti complessi costanti.

0% 1 oXfi J
Sia (s±, • • •, siano nij il grado di P (— is) in Sj, m  =  m ax {nij ; j  — 1, • • - , n }, 
q =  (qt , • • •, qn) con qj — mjmj ; a ciascun monomio Ya =  y“1 • • • s°f associamo

n

il num ero (a , q) — ^  ocy qj che si chiam erà grado di sa relativam ente a q. 
j=1

Sia Po (— is)-idi somma dei term ini di P ( — is) di grado massimo re la tiva
m ente a q. P si dice quasi-ellittico se

Po (— is) =|= o \/s  6 , ,r=j=o.

Fissiamo ora un indice, per esempio n.
Scopo delle righe che seguono è di qualificare la natu ra di una soluzione u 

di P (D) u =  o per x n >  o sull’insieme {x ; o <  x n <  a) con a positivo arb i
trariam ente fissato (eventualm ente -\- 00) in relazione all’appartenenza a 
spazi Sy della traccia di u su {x ; x n =  0} nel caso di P quasi-ellittico.

Ricordiam o che dire che f £  S*3 — gßi»--->ß,*_i significa che esistono delle 

costanti positive C, Ay e By per j  == 1 , • • •, n —  1 tali che

x *1.1

---- 1-G-1
x f  (X 1> * ’ ’ tXn — l)

dx} • • • dxn1 n-
<

< c A y  • • h K~x B [u ..  B7« -1 h ^  ■ ■ • Z » - * - 1 / lPl • •n— 1 1 n—1 1 n — 1 1
/ n - l ß n - 1  
Ln- 1

V ( i i , * i - , V i ) f R ?2 1 e V interi non negativi hk , lk (k =  i , • • •, n  —  i) G-h

(*) Nella seduta del 14 novembre 1967.
(1) G h e lfa n d  ç SciLOV, Spazi di funzioni fondamentali e generalizzateì Mosca 1958,
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I. Le radici delFequazione

Po (—  iS! , • • • , --- is„ - ! , X) =  O

sono tali che

ReX -  0 (( I r  ■ + • • • +  I =  X
n —1

per 2  ^2 3. -> +  °°* A  queste sono asintotiche le radici di P (— is±

—  isn- 1 , X) — o. Per sem plicità supponiam o semplici le une e le altre.
Siano X* , • • •, le radici di P 0 (— is1 —  isn„ 1, X) =  .0 con parte

n —l

reale <  o per j jj  s2 > o. Se n >  2 una radice che in un  punto ,• • - , ^ _ i)  
j =1 ^

ha parte  reale <  o ( >  o), ha parte reale <  o ( >  o) V (s% , • • •, s„-ì) =|= (o , • • •, o). 
Ciò non è vero nel caso di n =  2. Sempre per ragioni di semplicità supponiamo 
p indipendente da (sx , • • •, sn- 1).

Consideriamo il problem a

I P (D) u (x) — o per x n >  o

= fk (*1 ^ - i )  , k = O , I , - ■ ■, p   I .

Poniamoci in una classe di soluzioni delFequazione P (D) u  =  o nella 
quale sia assicurata l’unicità della soluzione del problem a (I); nel caso che 
le radici di P (— isx , • • •, —  isn- i  , X) =  o asintotiche a X* , • • •, X* abbiano 
parte  reale < 0  V (^i , • * •, j«_i) e R -̂1 ci si può porre per esempio nella 
classe indicata da Dikopolov e Scilov <2h

Le deduzioni che seguono si estendono però anche al caso che le radici 
Xi , • • •, Xy di P (—  is± , • • •, —  isn- i  , X) =  o asintotiche a X* , • • •, X* abbiano 
parte  reale >  o in punti (sl y - • - , ^ _ i)  (necessariamente appartenenti a insiemi 
lim itati di R/*-1).

Supponiam o f j  e S^ =  per j  — o , 1 , ••• , /> —  1.
Allora esistono delle costanti positive Cy, B i,y , • • - , a±j y- • - , ^ _ Ì5y

tali che, qualunque siano gli interi non negativi /1 , 4 _ i ,

& Ï-

< C jK V

se Th ~  0 va soppresso nell’esponenziale il tèrm ine 
colare se y =  o allora /y  è a supporto com patto)

- <3 1 • I ^  ì l1̂ -1);77—1,7  l 77 —1 I

I |1/ya (in parti

c i T  u (x) 
dxk

(2) G. V. D ikopolov e G. E. Scilov, Sui problemi al contorno ben posti per le equazioni 
alle derivate parziali in un semispazio, « Izviestia Akad. Nauk S. S.S.R. », t. 24 (i960).

(3) Loc. cit. in P).
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Nella classe anzidetta la soluzione di (1) è

n- 1

(2)
r -  i xksk P~d y  (S . . .  s x  )

>.(x) =  — -  « *=* 2  i l( 27r ) w  J y = o  V  ( J i  » * * ‘ ’ ^ _ i )

c ^=1
' f j  Oi > ’ > 1) ds\ • • * dsn̂ .\ := 29*

/=o

dove V (j*i , • • -, .sv-i) è il determ inante che ha (Ai“ 1, • • - , Â -1) come riga di 
posto h (h =  i , • • - , p)  , "Vy (-5*1 , * * - , sn_ 1 , #„) è il determ inante che si 
ottiene da V sostituendo la riga di posto /  +  i con (exp(A1 r̂#l) , • • - , exp (Xp x n)) 
e f j ( s i , - * - ,  ^ _ i)  è la trasform ata di Fourier di f j ( x  1 , • • •, ^ _ i )

n

^ r 1 S
f j  (̂ *1 j * ■ * > *$*«—-1) I   ̂ f j  (xi » * * * » 1) * * ' dxn_ 1.

R isulta ^  eC°° (#„ >  o).
hi . 9 «y».,

Per ogni fissato # „ > 0 , f  è limitato e
V a* *

O (( I ^  f  *+  • • • + |  -* - i per 2  ^  +■«,.

Fissiam o r  in roodo tale che sia

i

RK- i 1 +  ( s  iy<i

Sia hn > j;  allora

m . \ t  n

j=l

d x ±' • ' d x n- \  <  +  0 0 .

h 14-  • • • 4-h
3 1 n u j  ( x )

dx 1 • • • dx,n

$ n — 1

<C,.
* i + l S I « r<R*-l \i= 1

+  2
n—1 \ rlm„,m*\ n

t~  1
I f j  Ĉ i ) * * * > 0  I * ' d s n—1,

essendo Cy una opportuna costante positiva.
Poiché §Ç =  SJ<«>, si ha, per certe costanti Cy e A i,y , • • •, A^_i}y

Si1- • - S h V y  ( a • -, 4 .-0  I < C y.A ^ ,  • . A ^ y ^ ßl- • • K - U ”- 1-

(4) Loc. cit. in (1).



310 Lincei — Rend. Se. fis. mat. e nat. — Vol. X LIII ~ novembre 1967

Questa m aggioranza sussiste anche per i k t non interi (reali non negativi); 
ne segue

--• + hn
U j  (x)

h+ h
3x 11 • • • dx n1 n

J 1 , j  n — l , j  1 » n — 1

— 1 i \h, +  (h — ì) 2 L \  [̂ +(*»"'/)
V  ) A(*„-/)(«//»„) i +  7) »2* I
/Ti I '■> ^ +

+ a ;(hn+r~j)
ùi+(kn+r—j)

mn
ihi+(hn+r-N mllmy}ìPl

<

< c ;  A f 1.- • • A ,hn-\A*lPl • . V  k ĥ lhy 1,./ n —l , j  1 n— 1
'/«J

ove C}, Cj e A},y sono opportune costanti positive. 
Pertanto:

mi ß/SV 8: m ax : ; /  =  i , - - - , n — i j  allora

u e G ßv ---,ßn- 1,t>({x ; o < x n < a } )

essendo Gß1>.. .>ßx_ 1,& la classe delle funzioni d i Gevrey d'ordine (ßi, • • ßK_ i , 8) 
sullo strato {x ; o <  x„ <  æ} (æ costante positiva arbitraria). Se X, , • ••, 
hanno parte reale < o  V (ji , • • •, J«_i) € Rw 1 allora si può anche porre a=  -]-00-

2. Più in generale supponiamo che il polinomio P ( — is) sia ( ” j ipoel
littico per k =  i,- • -, n —  i, cioè, posto N„ (P) =  {s ; s e C" , I/my =  o per 
j  <  n , P ( zs) =  o}, da s e N„ (P) e | sk | -> -j- oo segua | Re s„ | -*■ -f- oo, per 
h — i , • • - , n —  i <5> .

A llora esistono tre  costanti positive ak ,b k e v.k tali che su N„ (P) si ha

I Re j s | >  ak |-^ Iai —  bt 

per k — i , • • • , « - — i e quindi esistono due costanti positive a e b tali che
n — 1

I Re sn I >  a 2  I sk |“* — b su N„ (P).
k — 1

Supponiam o che sia

I Sn I <  C ( i  +  2 ) \ii  r 4 j  SU N„ (P)

per certe costanti positive C e ( >  <**)•

(5) E. A. G orin, Equazioni parzialmente ipoellittiche a coefficienti costanti, « Sib. mat. 
Jour.», 3 (1962).
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L equazione P ( - tsx , • • - , —  zsn„i , X) =  o ha quindi le radici asintoti-
n —1 n —1 t

camente comprese tra Cx 2  I e C2 2  | p  essendo Q  e C2 due opportune
k=l k=l

n —1

costanti; inoltre se 2  è sufficientemente grande, ogni sua radice ha parte
k — 1

reale di segno costante, almeno se n >  2. Se , • • •, sono le radici con parte 
reale asintoticam ente negativa si può porre un problm ea analogo a (i), e 
per la funzione analoga a (2) si può affermare che la sua restrizione a ogni 
strato  {x ; o <  x„ <  cost, posiciva} appartiene a una classe di Gevrey in ter
m edia tra  Gp1(..., ß„_lj8 e Gp1>. . .>ß(!_ 1,5, con S

S =  m ax {<*.; ß/ ; /  =  1 , n —  1} , § '=  m ax {oc} ß/ ; /  =  1 , • • •, n —  1} •


