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Analisi matematica. — Una osservazione sulla nature delle solu-
zront delle equazioni quasi—ellittiche in un semispazio. Nota di BRuno
Pini, presentata ® dal Socio G. SANSONE.

9 9

SUMMARY. — Let P{-— ..., -Sx_) # =0 be a quasi-elliptic partial differential equation
”

axl
with constant coefficients. Let f] (%1,++,%y—1), 7 ==0,1 ++-, p— 1, be the Dirichlet data
for (x;x€R”,x, > 0). The object of this paper is to determine the Gevrey class of # in

.. . Brs e sBr—1
{x;xeR”,0<1, <a} (a any positive) if f, €S .
J Y10t o Yp—1

Sia x = (x;,- -+, x,) un punto arbitrario di R”; indichiamo con P (D) =
] 2l . . . . . . : . .
=P (W IR 5;) un polinomio differenziale con coefficienti complessi costanti.
1 n
Sia s=(s;," - -, ,); siano m; il grado di P (—is) ins;, m = max{m;;j=1,- - -,n},
i . . . . o __ Oy @ .
g=1(g1, -, ¢s) con g; = m[m;; a ciascun monomio s = s+ -5 associamo

7
il numero (a, g) =Eocj g; che si chiamera grado di s* relativamente a g.
i1

Sia Po (—s) la somma dei termini di P (—4s) di grado massimo relativa-
mente a ¢. P si dice quasi-ellittico se

Po(—is)==o0 vseR* |, s=ko.

Fissiamo ora un indice, per esempio 7.

Scopo delle righe che seguono ¢ di qualificare la natura di una soluzione #
di P (D)% = o per x, > o sull'insieme {x ;0 <x, < a} con & positivo arbi-
trariamente fissato (eventualmente - oo) in relazione all’appartenenza a
spazi S della traccia di % su {x ; x, = o} nel caso di P quasi-ellittico.

Ricordiamo che dire che fe Sﬁ = Ssis ”—1 significa che esistono delle

costanti positive C, A; e B, per j = 1,---,72—1 tali che
z +...—|—1 _
1 1
T L A CCTRT
x 1. x n—1 )
1 n—1 I ly_1 —
ox e dx, )

< CAM. . AM—iBh. . Ba—1pMM1. | paYa—t1 JHPL. | fla—1Ba—1
- 1 n—1 1 n—1 1 n—1 1 n—1

V (%1, Xuer) eR"™ e V interi non negativi 4,4, (A=1,--,n—1) O,

(*) Nella seduta del 14 novembre 1967.
(1) GHELFAND € SCILOV, Spazi di funzioni fondamentali e generalizzate, Mosca 1958,
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1. Le radici dell’equazione
P0<—Z‘S1 yT T -‘"Z.Sn-—l ’ )\> =0

sono tali che

Re) = O((lﬁ ]”’1 R lan‘]m’?‘l)l/m”) =

per ’T—Eisi»—k co. A queste sono asintotiche le radici di P (—dsy, -,
——z';,:_l ,A) = o. Per semplicitd supponiamo semplici le une e le altre.
Siano A¥, o A5 le radici di Py (—dsy, -+, —%5,_1,\) = O con parte
reale << o per 213]2 > 0. Se # > 2 una radice che in un punto (s;,- -, Sy—1)
ha parte reale é_o (> 0), ha partereale <0 (>0) V(s1, -+, S,—1)==(0,- -+, 0).

Cio non ¢ vero nel caso di # = 2. Sempre per ragioni di semplicitd supponiamo
# indipendente da (sy, -+, Su—1).
Consideriamo il problema

& PDO)u(x)y=o0 per x, >0

ox ﬁ X,

#n

¢9) a m

0=fk<x1:"'9xn—1>: /éZO,I,'--,]j———I’

Poniamoci in una classe di soluzioni dell’equazione P (D) z = o nella
quale sia assicurata l'unicitd della soluzione del problema (I); nel caso che
le radici di P (—4s;, -+, —#s,_1,%) = 0 asintotiche a Af,---, A5 abbiano
parte reale <o V (51, -, S.—1) €ER?*1 ci si pud porre per esempio nella
classe indicata da Dikopolov e Scilov @.

Le deduzioni che seguono si estendono perd anche al caso che le radici

My, A di P(—isy,---,—14s,_1,)) = 0 asintotiche a Af,---, A} abbiano
parte reale > o in punti (sy,- - -, $,—1) (necessariamente appartenenti a insiemi
limitati di R»—1).
. 1‘3: ﬁl""’ﬁn—-l .= A —
Supponiamo ijSY SYP_“’Y”_1 per j=0,1, -+,p—1.
Allora esistono delle costanti positive C;, By ;, -+, Bu_1,;, @17,y @uei,j
tali che, qualunque siano gli interi non negativi /4 ,---, ,-1,
Lodeeitd, 1
o ! " lf(x]_! v !xn_l)
Z ; =
1 —1
ozt 0x,)
7 7,1 7B 2y 1PBp— 1fy 1y,
1.,.. n—1 1w, ., /'n—1Pn—1 S 1 ... n—1\.
<C]B1,j Bn—l,jll Zn-—l exp ( al,j[ xl ‘ an—l,j ‘ xn—l l )’
o ) . . Uy, o e
se v, = O va soppresso nell’esponenziale il términe — ay,;| x; | (in parti-

colare se y = o allora f; ¢ a supporto compatto) ®.

(2) G. V. DigoroLOV e G. E. SCILOV, SuZ problemi al contorno ben posti per le equazioni
alle derivate parziali in un semispazio, « Izviestia Akad. Nauk S. S.S.R.», t. 24 (1960).
(3) Loc. cit. in (3).
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Nella classe anzidetta la soluzione di (1) &

n—1
rmE R R AT Vo (s, s,y
I - 1? 1Wp—11",
2 w(x)=—-— | e *#=1 z .
< ) <x> TC lj J'EO V(Sl"'.’sn—ﬁ

gt
f/ (31 PR 5n—1) dsy -~ ds,_q = 2’ u; (x)
} A

dove V (s, -+, $4,_1) ¢ il determinante che ha (x’;*l,. cey 7\2_1) come riga di
posto 2 (h=1,---,p), V;(s1, -+, 81, x,) ¢& il determinante che si
ottiene da V sostituendo la riga di posto 741 con (exp (A x,),- - -, exp (A, x,))
e f: ($1,- -+, Su—1) € la trasformata di Fourier di f; (x1, -, x,_1)

”

- : E x5y
]‘_;'(51)"'>sn—1> - 4 A=1 _/fj<x1;"'yxn—l>dx1"'dxn—1-
Rn—l
Risulta # €C® (x, > 0).
v
Per ogni fissato xn}_o,f\% —Z- ¢ limitato e
ox,”
. n—1
O ((frs1 [+ ] saa [0 G0 per 3 52— 4 o0,
v =

Fissiamo 7 in modo tale che sia

: ! dxys - dx,_ 1 < + oco.

r/m

n—1 “m, \77y,
o »1-1-( 5, ‘)
R7—1 t§11 tl

Sia /4, > 7; allora

},1+...+},n

. ‘ n—1 m r/mn
3 . uf,,,(x) Scjf - I o [1 -+ <21 |St1 ‘) ] .
ox -~-9xn ) I+(2 |-S't] f> . t= i
R#— /

t=1

Ay hy1 3 "y MR . d.
'ISII "'Isn—-l‘ §1|St| |f7.<51’..~,sn_1)| Sl"" 571—1;

essendo Cj una opportuna costante positiva.
Poiché Sg = S} @, si ha, per certe costanti C; e Ay j, -+, A, 1,;

% b, 42 i b1 1%P 2y 1By
St St fi (s oy Samn) | S Cr AL - AT P P

(4) Loc. cit. in (1).
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Questa maggioranza sussiste anche per i 4, non interi (reali non negativi);
ne segue

a}’1+"'+hn . .
#y (%) <CLA™M AT pBr L g 1Baen
A 4y, — 77, n—1,7""1 o T
o, .- .axn
otz |Vt —7) Gyl 013,
}l R —_—
[+ Oy 22|

n—1
X | Ay +

By
%y

ha+ (;ln +7’——]'> v

[ m, }[’11+(h,1+r—j)(m1/mn>]?1
< Ayl,ﬁr—j) (mylm,) n

}L;’l Bs =

n—1
oAty thy 1 7% By Ay 1Bp—1 A (myBylm,)
< CFAL - AP e 1_21 Je 1 Pel
ove C;,Cj e Aj; sono opportune costanti positive.

Pertanto:
miBr |
» )

u€Gp,....p,_; 0 ({r;0< 7, <a})

Se 3 = max

Z=1,---,n-—1§ allora

essendo Gg,....5, .5 la classe delle funzioni di Gevrey d’ordine By, - -, Bu_1, b))
sullo strato {x ;0 <=x, < a} (a costante positiva arbitraria). Se M, ,-- -, 24
hanno parte reale <OV (sy,- -+, $,—1) € R"™" allora si pud anche porre a=-+oo.

2. Piti in generale supponiamo che il polinomio P (— 4s) sia (Z) ipoel-
littico per £ =1,---,72—1, ciot, posto N, (P)={s;s€C", Ims; = o per
J<mn,P(—is)=o0}, da s€N,(P) e |s,|—> + oo segua | Re s, |+ oo, per
b= 1 yoe, m— 1 )

Allora esistono tre costanti positive a;, &, e a, tali che su N, (P) si ha

|Re s, | >a;|s; % — &
per £#=1,---,#—1 e quindi esistbno due costanti positive @ e 4 tali che
|Resn|2a§]sk]m’é+é su N, (P).
Supponiamo che sia
]s,,léC(I—l—g]ykl‘a}’) su N, (P)
per certe co{st’anti positive Ce ap(=a).

(5) E. A. GORIN, Equazioni parzialmente ipoellittiche a coefficienti costanti, «Sib. mat.
Jour.», 3 (1962).
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L’equazione P (— sy ,---,—4s,_1,\) =0 ha quindi le radici asintoti-
n—1 7n—1

camente comprese tra C; 3, |s:|* e Cy Y, | 54| essendo C, e C, due opportune
k=1 k=1

n—1

costanti; inoltre se 3, s, ¢ sufficientemente grande, ogni sua radice ha parte
=1 '

reale di segno costante, almeno se # > 2. Se &, ,- - -, A, sono le radici con parte

reale asintoticamente negativa si pud porre un problmea analogo a (1), e
per la funzione analoga a (2) si pud affermare che la sua restrizione a ogni
strato {x ;0 < x, < cost. positiva} appartiene a una classe di Gevrey inter-
media tra Gg,...,5, .5 © Gg,,-..,p,_1,50 CON

d=max{%,B,;/=1, -, n—1} , d=max {u;B;; /=1, -, 2—1}-



