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Analisi matematica. — Sulla  convergenza puntuale delle fu nzion i. 
Nota °  di M a r i o  D o l c h  e r , presentata dal Socio G. S a n s o n e .

Summary. — In the set of real-valued continuous, functions on a real interval, the se­
quential closure with respect to pointwise convergence fails to satisfy the idempotence condi­
tion. The result is here obtained through the construction of a counterexample.

È noto (R. Baire, 1899) che nell’insieme delle funzioni a valore reale 
definite su un intervallo la chiusura successionale rispetto alla convergenza 
puntuale (che indichiam o con non è idem potente: ad esempio, se C è

✓ ---s

l’insieme delle funzioni continue, si ha C=j=C.
Tale risultato  classico ha lasciato aperto il problem a, se l’operazione 

m edesim a sia o meno idem potente quando la si pensi entro l ’insieme am ­
biente C. In  altre parole: detto A  un insieme di funzioni continue, supposto 
che f u, per n — 1 , 2 , • • •, sia una funzione continua limite di una successione 
di funzioni di A  e supposto che la successione ( f n) converga ad una funzione 
continua / ,  esiste necessariam ente una successione di funzioni di A  conver­
gente verso l a / ?  Nella presente N ota si risponde negativam ente alla questione, 
m ediante la costruzione di un controesempio.

1. D etto E  un insieme dotato di una s tru ttu ra  di convergenza X <* (**)•), per 
ogni A  (C E )  indichiam o con A  l’insieme dei pun ti-lim ite  delle successioni 
di punti di A  {chiusura successionale di A). Com ’è noto, tale chiusura soddisfa 
in ogni caso ai prim i tre  assiomi di K uratowski ( 0 - 0 , A D A ,  (A uB ) =  
=  A u B )  m a non è, in generale, idem potente: da una X non si ottiene dunque, 
in generale, d irettam ente una topologia (ma soltanto indirettam ente, m ediante 
un  procedim ento di iterazione transfinita W).

2. L a costruzione dell’annunciato controesempio è basata su una rappre­
sentazione dei num eri reali m ediante successioni di num eri naturali, che 
esporremo qui separatam ente.

Sia
I =  {x  : o <  a <  1}.

(*) Questo lavoro si inserisce nel programma del gruppo di ricerca n. 24 del C.N.R. 
(anno 1966-67).

(**) Nella seduta del 14 novembre 1967.
(1) nel senso detto di Fréchet-Urysohn, più precisamente formulato in P. A lex a n d ro ff  

e P. URYSOHN, Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace (£) soit une classe ($>), 
«C. R. Acad. Sci». Paris J77 (1923), p. 1274. L’argomento è esposto e approfondito in 
M. D olch er, Topologie e strutture di convergenza, «Ann. Sc. Norm. Sup. », Pisa, Serie III, 
Vol. XIV (i960), pp. 63-92.

(2) M. D olch er, loc. cit. in (*), pp. 85-86.
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Lem m a. -  È  possibile una corrispondenza biunivoca fra  I e Vinsieme S 
delle successioni d i numeri naturali, la quale sia anche ordinata rispetto alV ordine 
naturale in I e all'ordine lessicografico in S.

Dimostrazione. -  Si pensino i num eri di I rappresentati nel sistem a di 
num erazione di base 2, m ediante successioni di cifre zero ed 1 nelle quali 
ricorra infinite volte la cifra zero. Per ogni x e l  si consideri dapprim a la 
successione crescente degl’interi che indicano i posti ai quali nella scrittura 
binaria di x  compare la cifra zero: sia n  < r^K - • • <  rn <  • • • tale succes­
sione, e sia, convenzionalm ente, r0 — o.

Si ponga poi
K  =  rn — rM̂ x —  i (n =  i , 2 •)

e si consideri associata al num ero x  la successione (hn) (eS),
L a corrispondenza così o ttenuta è biunivoca. Invero, ogni successione 

(hn) di num eri naturali è la corrispondente, nel senso della legge su definita, 
di un unico num ero di I : quello la cui rappresentazione binaria porta  la 
cifra zero nei * posti

M  +  i , hi +  ^2 +  2 , hi +  -h% +  • • • +  hn +  n  , • • •

e la cifra i nei posti rim anenti.
Proviam o poi che la corrispondenza è anche ordinata, nel senso precisato 

in enunciato.
Suppongasi

( h i , h2 , • • • j hn , • ’ ^  (hi , , * * * ) kn ì

ossia hj < kj con j  =  m in {i : h{ kf). D etti x ,  y  i num eri di I corrispon­
denti rispettivam ente alle due date successioni, le loro scritture binarie hanno

y
uguali le cifre fino al posto 2 * ^ * + /  escluso, ed in quel posto x  la cifra zero

ed y  ha cifra i; è dunque x  < y .
Utilizzerem o una tale corrispondenza biunivoca fra I ed S scrivendo

x  =  ( h i , h% , • • •, hn , • • ')  (hn e N)

(scrittura successionale del num ero x)._ Nel caso che sia h{ =  o per z >  n  (il 
che equivale all’essere x  un num ero del tipo rj2S) indicheremo brevem ente 
la successione con ( h i , h2 , • • •, hn).

Chiameremo coordinate del numero g l’interi

3. Siano fissati due interi h , k  positivi arbitrari.
Per ogni (h — i)-p la  di num eri naturali tu tti m inori di k,

[x =  (mi y m2 r  • •, mk- 1) (m{ <  k) <3>,
sia

IF*,* =  { x: (m i > " t W h - i , h) <  x  <  ( m i , m r f  * -, mh- 1 , k +  i)}

(3) Per h — i, quale che sia k,\L è necessariamente la o-pla.
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e sia

Fh,k =  U ,̂ Fh,k ,

intendendosi la riunione estesa a tu tte  le (h —  i)-p le  jx del tipo detto.
Per fx' 4 = p." è F ^ f i F ^ =  0 :  e invero, l’essere xeF%tk implica che le 

prim e k —  1 coordinate di x  sono i num eri della ( h — i)-p la  fx. Notiamo 
anche che Fjf,* è la riunione di kh~X intervalli chiusi a due a due disgiunti. 

Consideriamo ancora g l’intervalli aperti

Aì,k =  {x  : (mi , m 2 , * • - , mk-  1 , Æ— i ) < ^ <  ,• • • ,m h_ 1 , £)},

B^U =  {ir: (w i ,m 2 • • ,m h_1 , À +  i ) <  x <  (mi , w 2 ,• • -, 1 , >è +  2)}.

Evidentem ente, per ogni coppia di interi positivi h , k  e per ogni p i 
tre  intervalli A j^  , ¥t,k , BjJ^ sono, nell’ordine, consecutivi.

Ogni insieme del tipo

Gm = a ^ u f ^ u b ì ,

è dunque un intervallo aperto. Quali che siano h , k, per fx' =j= fx" è
G ^ n G C - 0 .

Poniam o ancora

Ah,k Up, A-h,k ì ¥>hik =  Up B j^  , Gh,k — Up Gh,k > 

le riunioni essendo da interpretarsi nel senso detto sopra per ¥hik.

4. Passiam o ora a definire una doppia successione di funzioni (fk,k) 
(h E N + , k e N +). Precisamente, poniamo:

A *  0 0 = 1  per x  6 ¥k,k ;
f hìk lineare, crescente da zero a 1 su ciascuno degl’intervalli A ^ìk ; 
f h,k lineare, decrescente da 1 a zero su ciascuno degl’intervalli ¥>tìk ; 
A* 0*0 =  o per * 6 Ghìk .

Si tra tta  m anifestam ente di funzioni continue in I.
Proviam o anzitutto  che per ogni h la successione (fh,k)k (4) converge pun­

tualmente a zero in  I.
Fissato che sia h , un punto x  =  (mi , m2 , • • •, mn , * • •) può appartenere 

a G*,* tu t t ’al più per tre  valori di k. Infatti: l ’essere ^  6 A h)k implica mh =  k —  1, 
l ’essere x e ¥ h>k im plica mk =  /è oppure (se è ^  =  m ax F£5/|) mh =  k + 1 ,  e 
l ’essere x e ¥ hìk implica mh = k-{ - 1. Necessariam ente dunque, se è .^ e G * ^ ,  
k ha uno dei tre  valori mh —  1 , mh , mh +  1.

Essendo che fuori di Gh,k la fh,k vale zero, per ogni punto vi sono, 
in ogni successione-riga ( f hik)k al più tre funzioni con valore non nullo in x. 
Ogni successione-riga converge dunque puntualm ente a zero.

(4) Quando occorre, indichiamo fuori di parentesi la variabile.
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Proviam o poi che nessuna successione del tipo (f r n , sJ  ^1 < r 2 <  • • •
• • • <  rn <  • • •, sup { sn : n  e N +} =  +  00 può convergere a zero.

L a successione (sn) am m ette, nell’ipotesi fatta, una sottosuccessione 
crescente (sA: basta provare che la ( f r )S.)  non converge a zero. È legittimon ‘lri 0
supporre che già la (sn) sia crescente.

Consideriamo il num ero

x =  (mi , m 2 , • • », mn , • • • )

con mr.=  s{ ed mk ~ o  per g l’interi k che non compaiono nella successione (rn). 
Si ha

x  e Fr.f s. per i  =  i , 2 , • • •

essendo che le prim e —  1 coordinate di x sono minori di st-, m entre la 
rr im a vale s£. Si ha dunque, in base alla definizione delle nostre funzioni,

friisi ( x ) = i  per i =  1 , 2 , . . .  

restando così esclusa la convergenza a zero della successione (frn,s )•

5. Posto poi

f * s = f r , s + r - 1 (r e N + , s e N +)

osserviamo che nessuna successione del tipo ( / r* f ) con (rn) crescente può 
convergere a zero; e invero, ogni tale successione è del tipo (frn,s^) con 
lim s'n =  +  00, sicché la tesi consegue da quanto si è provato al n. 3.

Chiam ando, in una doppia successione ( f r , s)  di funzioni, successione-riga 
°g n i ( f r , s ) s e successione trasversale ogni ( f r n , s n )  con (rn) crescente, il risultato 
sin qui conseguito può enunciarsi:

esiste una doppia successione di funzioni continue, ogni riga della quale 
converge a zero, e della quale nessuna trasversale converge a zero.

6. Consideriamo infine le funzioni gr>s ( r e N + , ^ e N +) definite in Ï da

g r , s  ( x )  = f r * s  ( x )  + —  *

È subito visto che si tra tta  di funzioni continue non costanti a due a due 
distinte; che ogni successione-riga converge alla funzione costante g r =  i/r; 
che nessuna successione trasversale converge alla funzione nulla (ne segui­
rebbe la convergenza a zero dell’analoga successione trasversale delle 

Si consideri allora l’insieme

Si ha

A =  {griS : r  e N+ , j* e N + }. 

~  e A  , quindi o e A .
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D ’altra parte, è

o € A ;

e infatti una successione di funzioni di A, se non ha infiniti term ini di una 
m edesim a riga (nel qual caso l’eventuale lim ite è una costante i\r  oppure 
una funzione della riga stessa), am m ette come sottosuccessione una trasversale 
della e allora, come si è constatato, non può convergere a zero.

Ne segue dunque, come asserito, A=j =A.


