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Analisi matematica. — Quelgues remarques sur les problémes aux
limites lineaires elliptiques et paraboliques dans des classes d'ultra—
distributions ©. Nota I di JacQues Louis Lions e ENrico MAGENES,
presentata ©? dal Corrisp. L. AMErIO.

RIASSUNTO. — In recenti lavori ([13],. .., [16]) abbiamo studiati i problemi ai limiti non
omogenei per gli operatori lineari ellittici e parabolici in varie classi di distribuzioni e di ultra-
distribuzioni. Completiamo ora i precedenti risultati e diamo delle generalizzazioni. Le dimo-
strazioni dettagliate saranno esposte nel terzo volume del nostro libro [17] (cfr. di gia [13],...,

[16], [27])-

EQUATIONS ELLIPTIQUES.

I. Soit Q un ouvert borné de R” de frontiere I' variété analytique réelle
de dimension 7z — 1, Q étant localement d’un seul coté de I'. Soit

(1) Au= ¥ (=)D’ (g, (x) D)
|2],1g|<m
un opérateur différentiel linéaire, a coefficients @,, analytiques dans Q=QuT,
proprement elliptigue dans Q O, d’ordre 2 m.
On se donne un systéme d’opérateurs « frontiére »

(2) B,u = Yy éj,,(x)D}’u J=0,1, - ,m—1

4 1Sm;

d’ordre 2;, avec 0 < m; < 2 m, 4 coefficients &, analytiques sur I', normal
sur I' @ et qui recouvre A sur T' @),

Désignons par A* 1'adjoint formel (au sens des distributions dans Q)
de A.

On peut toujours — et de fagon non unique — choisir un autre systéme
d’opérateurs « frontiére » {Sj},'-";ol, normal sur I', S; étant 4 coefficients ana-
lytiques sur T' et d'ordre u;, avec o <u; <2m, tel que le systéme
{Bo, -, Bm_1;Sp, -+, Sn_1} soit normal sur I' et que les ordres My i,
J =0, -+, m—1, parcourrent exactement ['ensemble {0, 1,---,2m —1}.
Alors (Aronszajn-Milgram [2]) il existe 2 opérateurs «frontiere» C;,T;,
J =0, -, m—1, définis de fagon unique, a coefficients analytiques sur I'
l'ordre de C; étant 2m — 1 —y; et celui de T;2m —1 —m;, le systéme

(*) Lavoro eseguito nellambito dei gruppi di ricerca del Comitato per la Matematica
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 novembre 1967.

(1) (2) (3) Toutes les définitions sont prises au sens usuel; cf. par exemple Lions—
Magenes [13].
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{Cos-+sCror; To,- -+, Tuo1} étant normal sur T, de telle sorte que I'on
ait la formule de Green suivante

-1
3) fAn@dx——/uA*va’x—E /‘% uC; vdc—E /‘Bjuizdc
=0,
¢ r

JOJ

pour tout z et v appartenant & D (Q) (= C® (Q) = espace des fonctions
indéfiniment différentiables dans Q).
On introduit encore les espaces

(4) N={u|u€®(§),Au=o;Bjuzo,jzo,---,m—l}
(s) N*={v[vEQ)(—Q),A*v:o;ij=o,j=o,---,m—«1}.
Soit enfin K (Q) un espace de fonctions vérifiant

K () est un espace vectoriel topologique localement convexe,
complet, séparé et reflexif;

D (Q) C K (Q) C L2 (Q);
| D (Q) est dense dans K (Q) @,

©)

Alors le dual (fort) K’ (Q) de K (Q) est un espace de distributions dans Q.

Il existe de tels espaces. Par exemple on peut prendre pour K (€) Pespace
E (Q) défini de la fagon suivante: soit p (x) une fonction de D (Q), positive
dans Q, nulle sur I' du méme ordre que la distance & (x,I) de x & I

(i.e. lim % =d=F o> ; soit alors
x—>xy €T
@) E(Q) = {u|e*' D*uel?(Q),Va = (o, -, %) };

muni de la famille de semi—normes

[o!*! D"l

E (Q) est un espace de Fréchet et © (Q) est dense dans E (Q) (cfr. [13]) ©.

2. Rappelons les résultats suivants de [13]. Introduisons I’espace
(8) Y={u|lued (Q),AnecK (Q)}

muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues
les applications # — « et u — Au de Y dans 9’ (Q) et K’ (Q) respectivement.

(4) Notations habituelles de L. Schwartz [21]: D (Q) est ’espace des fonction indéfini-
ment différentiables dans €, & support compact dans Q, muni de la topologie de Schwartz
et D' (Q), dual (fort) de D (Q), est 'espace des distributions dans €.

(5) B (Q), dual de & (Q), est formé des’ distributions # pouvant se représenter sous

la forme f= E D* (p'a]fa) avec faeL (Q).

finie
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Alors (cfr. [13])

THEOREME 1 (de trace sur ). — L'espace D (Q) est dense dans Y et Dappli-
cation u—Bu = {Bou, -, Bu_1u} définiec au sens usuel de D (Q) dans
[D M) ®, se prolonge par continuité en une application linéaire continue,
encore notée u—> Bu, de Y dans [’ (I)]™ @.

Introduisons maintenant ’espace

{K (Qx [ (D]~ ; N*, e}

des éléments (f; g,, -, &, ;+ appartenant & K’ (Q)x [it' (I')]” et satisfai-
sant a
m—1
©) oo+ EO (g, Tvy=o0 Vo € N*
=

le premier crochet désignant la dualité entre K’ (Q) et K (Q) et les autres
la dualité entre ' (I") et ¥ (I'). Alors (cfr. [13]):

THEOREME 2 (d’existence). — L'application
w—>{Awu;Bowu, -, Bu_1u}

est un isomorphisme (algébrigue et topologigue) de Y|N (espace quotient de Y
par rapport a N) sur {K' (Q)x[i' (I')]”; N*,&}.
En particulier le théoréme 2 affirme que le probléeme aux limites

(10) Au=f au sens de 9'(Q)
(11) B, u = g, j=o0,--,m—1, au sens du Théoréme 1

admet une solution w €Y, détérminée a I'addition d'une jfonction de N prés,
pour tout élément {f; g,, -, &, 1} de K (Q)x [ ()" satisfaisant aux
relations de compatibilité (9).

Remarque 1. — On pourrait dans les Théorémes 1 et 2 prendre au lieu
de l'espace K'(Q) définit par (6) un espace plus général de distributions

dépendant également des opérateurs frontiére {Bj}j:_ol

3. La méthode utilisée dans [13] est aussi applicable dans une situation
encore plus générale, en considérant 'équation (10) au sens des « ultra—distri-
butions » dans Q. Nous donnerons ici les résultats pour la classe des ultradi-
stributions que nous appellerons wltra—distributions (ou distributions) de
Gevrey, en renvoyant a [17] vol. 3 pour des classes plus générales, détermi-
nées par des suites {M,} non—quasi analytiques et vérifiant certaines con-
ditions de croissance (le cas-des distributions de Gevrey étant donné par
M, = (£!)°, s réel > 1), et pour les démonstrations.

Soit donc s #éel fixé, avec s > 1. On désignera par 9, (Q) I’espace des
fonctions x — ¢ (x) indéfiniment différentiables et & support compact dans Q

(6) D (I') = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur I'.
(7) 3 () désigne Vespace des fonctions analytiques sur T'; 3’ (') est le dual (fort) de
B (T), i.e. lespace des fonctionnelles analytiques sur T'; cf. par ex. [13].
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et telles qu’il existe deux constantes ¢ et L. (dépendant de ¢) telles que

(12) sup |D? ¢ (x)| < LF (&) V|p| =%, E=0,1,2, .
x€Q

On introduit dans 9, () une topologie de la fagon suivante. Soit Q;
une suite d’ouverts de R” tels que

ﬁi C Qz’—l—l y U Q.

~ z
I3

= Q.

On considere I'espace DO (Q) des fonctions ¢ de 9, () a support contenu
dans Q; et pour lesquelles (12) a lieu avec L = L,({L;} suite croissante et
tendant vers -+ oo); I'espace D (Q) est un espace de Banach pour la norme

|D? ¢ (x)]
= su su sup ————7—7— ¢
lel = sup P SR ey

On a alors 9, (Q) = U D (Q) et on munit D, (Q) de la topologie de limite

inductive des topologies des D (Q) (elle ne dépend pas des suites {Q;} et
{L;} considérées).
Par définition I'espace D, (Q) des distributions de Gevrey d’ordre s dans Q
est le dual fort de D, (Q).
Rappelons les propriétés suivantes (cfr. [10], [11], [18], [19])
1) 9, (Q) n’est pas réduit & {o}.
2) On a les inclusions suivantes

(13) D, (QCD,(QCD(Q)CD (QCD, (QCI,(Q), 1< 5, < §9< 00

chaque espace étant dense et continuement plongé dans les suivants.

3) D, (Q) est un espace séparé, complet, de Montel, tonnelé, borno-
logique, de type (DF) (et par conséquent réflexif), et nucléaire. D, (Q) est
un espace de Frechet.

4) La dérivation dans 9, (Q) se définit comme dans D' (Q).

5) De méme on définit aisément la multiplicatibn dans 9,(Q) par
les fonctions analytiques dans €, pour fowt s > 1.

Nous désignerons par 9, (Q), I'espace des fonctions x — ¢ (x) indéfini-
ment différentiables dans Q telles qu’il existe deux constantes ¢ et L, dépendant
de ¢, pour lesquelles (12) soit satisfaite; on munit de fagon évidente cet espace
d’une topologie de limite inductive d’espaces de Banach.

Enfin soit K, (Q) un espace de fonctions vérifiant

’s' K, (1) est un espace localement convexe complet, separé, et réflexif,

C D, (QCK (QCL (),
D, (Q) est dense dans K, ().

(13)

Alors le dual (fort) K;(Q) de K, (Q) est un espace d’ultradistributions de
Gevrey d’ordre s dans Q.
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—

Il existe de tels espaces; par exemple & (Q) définit par (7).
Cela posé les Théoréemes 1 et 2 peuvent étre généralisés de la fagon sui-
vante. Soit Y, l'espace

Y, = {u|ueD,(Q), Aue K. (Q)} 1 <s<oo

muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues
les applications # — % et . — A de Y dans 9,(Q) et K, (Q) respectivement.
Alors

THEOREME 3. — Llespace 9 (S—ZZ est dense dans Y, et Papplication
# ~Bu={Bou, -, B,_qu} de D(Q) dans [D ()" se prolonge par con-
tinuité en une application lindaire continue de Y, dans [H' (I')]”.

THEOREME 4. — L’application
w—>{Awu;Bou, -, B,_1u}

est un isomorphisme (algébrique et topologique) de Y ,IN sur {K, (Q)x [ (IN]”;
N*, %} ®.

Remarque 2. — On pourrait dans les Théorémes 2 et 4 prendre au lieu
de I'espace K; (Q) un espace plus général d’ultra—distributions, dépendant des
opérateurs fronti¢re {B,}77' et contenu dans 9,(Q).

4. Les théoremes précédents mettent en évidence le fait que les deux
différents espaces Y et Y, ont le méme espace «de traces».

‘Une conséquence de ce résultat concerne la régularité des solutions des
équations elliptiques au sens des ultra—distributions; on a en effet, par utili-
sation des théoremes 3, 4 et 2, le

COROLLAIRE 1. — Toute ultradistribution u de 9, (Q), solution (au sens
de D,(Q)) de Péguation Awn = f, avec (par exemple) fe€ & (Q), est une di-
stribution ordinaire de D' (Q).

Le Corollaire 1 réduit donc le probléme de la régularité des solution
ultra~distributions de Gevrey des équations elliptiques au cas déjd résolu
des solutions distributions ordinaires (donc en particulier si f est analytique,
% est aussi analytique). Dans le cas des opérateurs i coefficients constants
et par des méthodes différents un résultat analogue a été donné parC.C.Chou [8]
pour les solutions ultra distributions de Gevrey, par C. Bjorck [6] pour les
solutions ultra-distributions de Beurling [5] et par G. Bengel [3] [4] et
F. R. Harvey-H. Komatsu [12] pour les solutions hyperfonctions de Saté[20];
cfr. aussi Silva [25]. Dans le cas des opérateurs & coefficients variables le
méme probléeme de régularité a été étudié et resolu par des méthodes diffé-
rentes par L. Boutet de Monvel et P. Krée [26].

(8) Espace des elements {f; g,, -, &,,_1} appartenant & K, (Q,)x[?ﬂ, (IH]™ et sati-
sfaisant & (9).

21, — RENDICONTI 1967, Vol. XLIII, fasc. 5.
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