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Analisi matematica. — Quelques remarques sur les problèmes aux 
limites linéaires elliptiques et paraboliques dans des classes d’u ltra- 
distributions ° .  Nota I di Jacques L ouis Lions e E nrico Magenes, 
p r e s e n t a t a d a l  Corrisp. L. A merio.

RIASSUNTO. — In recenti lavori ( [1 3 ] ,. . ., [16]) abbiamo studiati i problemi ai limiti non 
omogenei per gli operatori lineari ellittici e parabolici in varie classi di distribuzioni e di ultra­
distribuzioni. Completiamo ora i precedenti risultati e diamo delle generalizzazioni. Le dimo­
strazioni dettagliate saranno esposte nel terzo volume del nostro libro [17] (cfr. di già [1 3 ],. . 

[16], [27])<

Equations elliptiques.

I. Soit O un ouvert borné de RM de frontière T variété analytique réelle 
de dimension n — I,  Q étan t localement d ’un seul coté de T. Soit

(1) A « =  X  (— ( «*  (**)(*) D '«)
\P\>\Q\<m

un opérateur différentiel linéaire, à coefficients apq analytiques dans Q —Q u T ,  
proprement elliptique dans O (L, d ’ordre 2 m.

On se donne un systèm e d ’opérateurs « frontière »

(2) By u =  2  bJh (pc)T)h u  j  =  o , i , • • •, m —  1
\h\<mj

d ’ordre m j , avec o <  mj <  2 m i à coefficients bjh analytiques sur T, normal 
su r T et qui recouvre A  sur Y <3h

Désignons par A* l ’adjoint formel (au sens des distributions- dans Q) 
de A.

On peut toujours -  et de façon non unique -  choisir un autre système 
d ’opérateurs «fron tière»  { S y } ^ 1, norm al sur T, Sy étan t à coefficients ana­
lytiques sur T et d ’ordre py, avec o <  py < 2  m, tel que le système 
{B 0 Bw_i ; S0 Sw_i} soit norm al sur Y et que les ordres ^ y , p y ,  
j  — o , • • •, m  —  i, parcourrent exactem ent l ’ensemble {o,, 1 , • • •, 2 m  —  1 }. 
Alors (A ronszajn-M ilgram  [2]) il existe 2 m  opérateurs « frontière»  Cy,Ty, 
. / =  0 ^ — I,  définis de façon unique, à coefficients analytiques sur Y
l ’ordre de Cy é tan t 2 m -— 1 — py et celui de Ty 2 m  —  1 — mj, le systèm e

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del Comitato per la Matematica 
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 novembre 1967.
(1) (2) (3) Toutes les définitions sont prises au sens usuel; cf. par exemple Lions- 

Magenes [13].



294 Lincei ~ Rend. Se. fis. mat. e nat. Vol. X L III -  novembre 1967

{C0 , • • C^_i ; T 0 , • • T^_x} étan t norm al sur F , de telle sorte que l ’on 
ait la form ule de Green suivante

(3) / A u v dx - 
Q Û

u A* v dx =
m — 1 r  m — 1 r

2 ' I S juCy v da— B-uTyvda
/= 0 j  y=oJr  r

pour tou t u et v appartenant à JD (Û) ( =  C°° (Q) =  espace des fonctions 
indéfinim ent différentiables dans Q).

On in troduit encore les espaces

(4) N =  { u  I u e 3) (Q) , A u  =  o ; By u — o , j  — o , • • •, m  —  1 }

(5) N* =  {v  I v e 3) (£2) , A* v =  o ; Cy z; =  o , j  == o , • • •, m  —  1 }.

Soit enfin K (O) un espace de fonctions vérifiant

K (£2) est un espace vectoriel topologique localement convexe, 
complet, séparé et reflexif ;

® ( Q ) C  K( £2) C  L2 (Q);

3) (£2) est dense dans K (£2) <4>.

Alors le dual (fort) K ' (£2) de K (£2) est un espace de distributions dans O.
Il existe de tels espaces. Par exemple on peut p rendre pour K (£2) l ’espace 

H (£2) défini de la façon suivante: soit p (x) une fonction de 3) (£2), positive 
dans £2, nulle sur T du même ordre que la distance d  (x , T ) de x  à F

i,e‘A A r  y  =  d =\=°)’ soit alors

(7) S (Ü) =  { u \ p1 *“' D“a e L 2 (O) , V« =  (ax ,• • -, «»)};

m uni de la famille de sem i-norm es

Il I «I Tva I!U  D U||L2(Q)

S (£2) est un espace de Fréchet et 3) (Q) est dense dans S  (£2) (cfr. [13]) (5).

2. Rappelons les résultats suivants de [13]. Introduisons l ’espace 

(8) Y =  { u \ u  e 3)' (£2) ,  A u e K '  (D)}

m uni de la topologie localement convexe la moins fine rendan t continues 
les applications u ^ u  et u — Au  de Y dans 3)7 (£2) et K 7 (£2) respectivem ent.

(4) Notations habituelles de L. Schwartz [21]: 3) (O) est l’espace des fonction indéfini­
ment différentiables dans £2, à support compact dans £2, muni de la topologie de Schwartz 
et 3)' (£2), dual (fort) de 3) (£2), est l’espace des distributions dans £2.

(5) S' (£2), dual de S (£2), est formé des' distributions /  pouvant se représenter sous
la forme/ =  2  Da (pia l / a) avec / a e L 2 (£2).

finie
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Alors (cfr. [13])
THEOREME i (de trace sur T). -  Uespace 2 ) (O) est dense dans Y et Vappli­

cation u  -> ~Bu — { B0 M , • • •, Bm_i u } définie au sens usuel de 3 ) (£2) dans 
[0 (F)]w (6>, se prolonge par continuité en une application linéaire continue, 
encore notée u->¥>u, de Y dans [Kf (T)]m <7L 

Introduisons maintenant l’espace
{K' (Q)x pe' (r )]-;N * ,Ç }

des élém ents ( /  ; , • • *, ^ OT_1} appartenant à K ' (O) X (T)]m et satisfai­
sant à

m — 1

(9) < /, >̂ +  2  {gj - T »  =  0 Vw e N*j=0
le premier crochet désignant la dualité entre K' (£2) et K (£2 ) et les autres 
la dualité entre K' (T) et % (T). Alors (cfr. [13]):

T h e o r e m e  2 (dé existence). — U  application

u -> {A u  ; B0 u , • • •, Bm_i u }

est un isomorphisme (algébrique et topologique) de Y/N (espace quotient de Y 
par rapport à N) sur {'K' (£2) x (T)]m ; N * ,‘S’}.

E n  particulier le théorème 2 affirme que le problème aux limites

(10) A u  = /  au sens de S)'(£2)

(u )  BjU  =  gj, j  ~  o , - • - , m — i, au sens du Théorème 1

admet une solution u e Y, détérminée à Vaddition d'une fonction de N près, 
pour tout élément { /  ; g 0 , • •, gm__1} de K ' (£2) x  (F )]m satisfaisant aux 
relations de compatibilité (9).

Remarque 1. — On pourrait dans les Théorèmes 1 et 2 prendre au lieu 
de l’espace K' (£2) définit par (6) un espace plus général de distributions 
dépendant également des opérateurs frontière {B y}^1.

3. La méthode utilisée dans [13] est aussi applicable dans une situation 
encore plus générale, en considérant l'équation (10) au sens des « ultra-distri­
butions » dans £2 . Nous donnerons ici les résultats pour la classe des ultradi- 
stribütions que nous appellerons ultra-distributions (ou distributions) de 
Gevrey, en renvoyant à [17] vol. 3 pour des classes plus générales, détermi­
nées par des suites {M^} non-quasi analytiques et vérifiant certaines con­
ditions de croissance (le cas des distributions de Gevrey étant donné par 
M^-= (k !)f,  ̂ réel >1 ) ,  et pour les démonstrations.

Soit donc i* réel fixé, avec s > 1. On désignera par %s (£2) l’espace des 
fonctions x  -> <p (x) indéfiniment différentiables et à support compact dans £2

(6) % (T) =  espace des fonctions indéfiniment différentiables sur F.
(7) K (F) désigne Y espace des fonctions analytiques sur T  ; K' (r) est le dual (fort) de 

K (r), i.e. V espace des fonctionnelles analytiques sur T; cf. par ex. [13].
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et telles q u ’il existe deux constantes c et L  (dépendant de 9) telles que 

(12) sup I 9 (x) I <  cLk (k\y  V I p  I =  k , k =  o , i , 2 , • • •.
x  G £2

On introduit dans 3^ (£2) une topologie de la façon suivante. Soit £2̂  
une suite d ’ouverts de tels que

Q.-CO.-+1 ,
i

On considère l’espace 3)0 (O) des fonctions 9 de <3>s (fi) à support contenu 
dans f i2- et pour lesquelles (12) a lieu avec L  =  L,-({L,-} suite croissante et 
tendan t vers +  00); l ’espace 3)^} (fi) est un espace de Banach pour la norme

Il 9 I =  sup sup
k \p\=k

sup
X Q .I

1 ^ 9  (*)| 
L k{ {kï)s

On a alors (O) =  U ) (O) et on m unit (O) de la topologie de limite
i

inductive des topologies des 3>  ̂ (£2) (elle ne dépend pas des suites {£2^} et 
{L,-} considérées).

P ar définition l’espace 3), (fi) des distributions de Gevrey d'ordre s dans O 
est le dual fo r t de ‘S)s (O).

Rappelons les propriétés suivantes (cfr. [10], [ u ] ,  [18], [19])
1) 3)^(0 ) n ’est pas réduit à {o}.
2) On a les inclusions suivantes

(13) 3)^ ( f i ) C 3)̂ 2(Q )C 3) ( f i ) C 3/  ( f i ) C 3>̂2( f i ) C 3)^ ( f i ) , i < s x< s 2< o o

chaque espace é tan t dense et continuem ent plongé dans les suivants.
3) 3)^(0 ) est un espace séparé, complet, de M onte!, tonnelé, borno- 

logique, de type (3)cF) (et par conséquent réflexif), et nucléaire. 3), (O) est 
un espace de Frechet.

4) L a dérivation dans 3)j (fi) se définit comme dans 3) (fi).
5) De m êm e on définit aisém ent la m ultiplication dans 3)f (O) par 

les fonctions analytiques dans O, pour tout s >  1.
Nous désignerons p ar 3^ (fi), l ’espace des fonctions x  9 (x) indéfini­

m ent différentiables dans fi telles q u ’il existe deux constantes c et L, dépendant 
de 9, pour lesquelles (12) soit satisfaite; on m unit de façon évidente cet espace 
d ’une topologie de limite inductive d ’espaces de Banach.

Enfin soit (fi) un espace de fonctions vérifiant

i Kj (fi) est un espace localement convexe complet, separé, et réflexif,

(13) 3)J ( Ô ) C K , ( f i ) C L 2 (£i),

( 3), (Q) est dense dans (fi).

Alors le dual (fort) K ’ (£2) de K, (fi) est un espace d ’u ltradistributions de 
Gevrey d ’ordre dans £2.
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Il existe de tels espaces; par exemple S  (£2) définit par (7).
Cela posé les Théorèm es 1 et 2 peuvent être généralisés de la façon sui­

vante. Soit Y s l ’espace

Y s =  { u  Iu  g  3 )’ ( O )  , A u  g  K '  ( O ) }  1 <  s  < 0 0

m uni de la topologie localement convexe la moins fine rendan t continues 
les applications u  -> u  et u -> A u  de Y dans 3)’ (£2) et K , (O) respectivem ent. 
Alors

T h e o r e m e  3. -  U  espace 3) (O) est dense dans Y s et Vapplication 
u  -> Bu =  { B0 u , • • •, Bm_i u} de % (£2) dans [3) (T)]m se prolonge par con­
tinuité en une application linéaire continue de Y s dans [2C'-(F)]m.

T h e o r e m e  4. — U  application

u  -> {A u  ; B0 u , • • •, Bm_i u }

est un isomorphisme {algébrique et topologique) de Y JN  sur {K^ (£2) X  p f (T)]m ; 
N*, /£} (8).

Remarque 2. -  On pourrait dans les Théorèm es 2 et 4 prendre au lieu 
de l ’espace K*(£2) un espace plus général d ’ultra-d istribu tions, dépendant des 
opérateurs frontière { B e t  contenu dans ^C(£2).

4. Les théorèm es précédents m etten t en évidence le fait que les deux 
différents espaces Y et Y s ont le meme espace « de traces ».

U ne conséquence de ce résu ltat concerne la régularité des solutions des 
équations elliptiques au sens des u ltra-d istribu tions; on a en effet, par u tili­
sation des théorèm es 3, 4 et 2, le

C o r o l l a i r e  i. — Toute ultradistribution u de ^ ( £ 2) ,  solution ( a u  s e n s  

d e  © , ( £ 2) )  de V équation A u  =  / ,  avec ( p a r  e x e m p l e )  /  G H ' (£ 2) ,  est une d i­
stribution ordinaire de 3)' (O).

Le Corollaire 1 réduit donc le problèm e de la régularité des solution 
u ltra-d istribu tions de Gevrey des équations elliptiques au cas déjà résolu 
des solutions distributions ordinaires (donc en particulier si /  est analytique, 
u  est aussi analytique). D ans le cas des opérateurs à coefficients constants 
et par des m éthodes différents un  résultat analogue a été donné par C. C. Chou [8] 
pour les solutions u ltra  distributions de Gevrey, p ar C. B jörck [6] pour les 
solutions u ltra-d istribu tions de Beurling [5] et p ar G. Bengel [3] [4] et 
F. R. H a rv ey -H . K om atsu [12] pour les solutions hyperfonctions d eS atô  [20]; 
cfr. aussi S ilva [25]. D ans le cas des opérateurs à  coefficients variables le 
m êm e problèm e de régularité a été étudié et résolu par des m éthodes diffé­
rentes p ar L. Boutet de M onvel et P. Krée [26].

(8) Espace des elements { / ;  g 0 ,• • •, appartenant à (Q) x [E'(P)]w et sati­
sfaisant à (9).

21. — RENDICONTI 1967, Vol. XLIII, fase, 5.
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