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Analisi matematica. — Sopra l'iperbolicità dei sistemi di equa­
zioni a derivate parziali m  p iù  variabili indipendenti. Nota I di S il v io  
C i n q u i n i , presentata (*} dal Socio G. S a n s o n e .

RÉSUMÉ. — Il s’agit du problème de la réduction à la forme caractéristique d’un système 
d’équations aux dérivées partielles quasi linéaires du premier ordre dans le cas, où les 
fonctions inconnues dependent de plus de deux variables indépendantes: tout de même on 
fait un examen de la définition d’hyperbolicité de I. G. Petrowski. Dans cette première Note 
on va considérer le cas où l’équation caractéristique a ces racines réelles et distinctes.

È noto che per i sistemi di equazioni a derivate parziali quasi lineari

a )
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ove il determ inante C delle funzioni cis, ii , j  = i r  - . ) m ) è supposto uguale 
all’unità, è stato raggiunto un complesso di risultati relativi a ll’esistenza e 
alla unicità della soluzione del problem a di Cauchy tu.

D ’altra parte  è pure noto <2> che nel caso particolare, in cui le variabili 
indipendenti sono soltanto due, ogni sistema

( 0
m

=  #■.•(• • •)>

(i =  i ■ -ytn),

(*) Nella seduta del 14 novembre 1967.
(1) M. CINQUINI Cibrario e S. Cinquini, Equazioni a derivate parziali di tipo iperbo­

lico, Monografie matematiche del C.N.R. n. 12, Edizioni Cremonese, Roma, 1964, pp. V ili -f 
552. Vedi Cap. IV, pp. 301-384, e in particolare bibliografia alla fine del capitolo stesso, 
P- 384.

M. Cinquini Cibrario, Teoremi di unicità per sistemi di equazioni a derivate parziali 
in più variabili indipendenti, «Annali di Matematica pura e applicata», voi. 48 (1959), 
pp. 103-134; Teoremi di esistenza per sistemi semilineari di equazioni a derivate parziali in più 
variabili indipendenti, ibidem voi. 68, pp. 119-160; Teoremi di esistenza per sistemi di equa­
zioni quasi lineari a derivate parziali in più variabili indipendenti, ibidem voi. 75, pp. 1—46.

S. CINQUINI, Un teorema di unicità per sistemi di equazioni a derivate parziali quasi- 
line ari. «Annali di Matematica pura e applicata», voi. 75 (1967), pp. 231-260,

(2) Vedi opera cit, in (1> Cap. V, nn, 1-3, pp. 385-393.
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ove il determ inante delle funzioni a# (• • •), ( i , j  =  1, • • •, m)  è uguale all’unità, 
può essere ricondotto alla forma caratteristica (II), quando Òdi tipo iperbolico, 
vale a dire, se le radici dell’equazione caratteristica sono reali e inoltre o 
distinte oppure m ultiple, purché tu tti i divisori elem entari dell’equazione 
caratteristica siano semplici.

D ’altra  parte, nel caso in cui il num ero delle variabili indipendenti è 
m aggiore di due, nessun risultato  è noto circa la riduzione di un sistem a alla 
già citata form a caratteristica (II) e inoltre tra  le diverse definizioni di iper­
bolicità quella m aggiorm ente nota dovuta a I . G .  Petrowski (vedi n. 1, aj) 
dà luogo, innanzi tu tto , a un prim o interessante rilievo (n. 2).

Pertanto  si presenta spontaneo esam inare la possibilità di ridurre alla 
form a caratteristica (II) un sistem a quasi-lineare, le cui funzioni incognite 
dipendono da r  +  1 (con r  >  1) variabili indipendenti, e che viene considerato 
senz’altro sotto la form a (6) (3 4>.

I risu ltati raggiunti nella presente N ota e nelle successive sono validi 
in condizioni diverse dalla definizione di Petrowski: ciò dipende dalla natu ra 
delle cose, perché, come viene messo in evidenza m ediante l’esempio del n. 7, 
esistono sistemi iperbolici secondo Petrowski che non è possibile ridurre alla 
form a caratteristica (II), né im m ediatam ente, né facendo appello all’idea di 
effettuare un cam biam ento delle funzioni incognite. D ’altra  parte  l ’esempio 
del n. 6 m ette in luce l’esistenza di sistemi riducibili alla forma caratteristica (II), 
i quali non sono iperbolici secondo Petrowski, perché l ’equazione caratteri­
stica non ha la form a composta (n. 1 , 6 )), m a am m ette radici m ultiple.

In  altre parole non solo i risultati dei nn. 3 e 4 sono raggiunti in modo 
del tu tto  indipendente dalle considerazioni di Petrowski, ma, al tem po stesso, 
il contenuto di questa N ota e delle successive costituisce una significativa 
indagine sulla definizione dell’autore citato.

i. D e f in iz io n e  d i  P e t r o w s k i .  a) R icordiam o che il sistem a
m r n

m  Jmd ^ijk Ĉ O > > * ’ > ) ‘ ' * j %m) f i  (-̂ 0 > ‘ j ì ‘ *'' ' y %m)ì
1 k=Q dxk

( ? = ! , • •  - y.m)

è, secondo Petrowski, di tipo iperbolico rispetto alla variabile x 0 <5>, se, qua­
lunque siano le costanti ai , • • - , oir con a | +  • • fi- >  o, posto

bij &ij 1 ‘ ' ’ “fi &ijr ) (p > J  I ) * * * » ^ )  >

(3) Nel caso, in cui le variabili indipendenti sono piu di due, sarebbe più pertinente la 
terminologia, forma bicaratteristica, ma per semplicità usiamo il vocabolo caratteristica.

(4) Il contenuto dei nn. 2 e 3 ha formato oggetto di una comunicazione preliminare al 
Conyegno sulle equazioni a derivate parziali (Bologna 22-24 aprile): S. Cinquini, A proposito 
dei sistemi di equazioni a derivate parziali di tipo iperbolico, vedi i relativi « Atti », pp. 58-62.

Degli ulteriori risultati raggiunti nel complesso di queste Note è data comunicazione 
all’VIII Congresso deirU.M.I. (Trieste, ottobre 1967).

(5) Vedi I.G. Petrowski, Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen,l$.G.T eubner, 
Leipzig, 1955, Cap. II, n, 6, p. 112; o anche op. cit. in (i) Cap. VII, n. i, pp. 487-488.
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l’equazione algebrica di grado m  in p

(3)
1̂10 P +  K \ • • * al tn 0 P +  K  m

10 P b m 1  ’ ^mmO P +  è  mm

=  O

ha in ciascun punto, nel quale il sistema (2) viene considerato, m  radici reali 
e distinte.

Come è già stato ricordato, la definizione riportata non contiene, come 
caso particolare, quella relativa al sistema (1), perché in questo caso p arti­
colare il sistema può essere di tipo iperbolico anche quando l’equazione 
caratteristica (che si deduce dalla (3) per ai =■ 1 , 0C2 =  • • • =  oq =  o) ha 
radici multiple.

b) D ’altra parte, per non escludere com pletam ente l’eventualità, che l’equa­
zione caratteristica abbia radici multiple, Petrowski ha considerato il caso 
particolare, in cui il primo m em bro dell’equazione (3) ha la forma composta

(4)

Mi
M2

M ;

ove gli elementi, che non appartengono ad alcuna delle m atrici quadrate 
M i , • • - , M7 sono tu tti nulli. In tal caso, m entre ciascuna equazione, ottenuta 
uguagliando a zero il determ inante di ogni singola m atrice componente, deve 
avere (nel senso indicato in a)) radici reali e distinte, non si esclude che 
due o più di tali equazioni abbiano radici comuni.

2. O s s e r v a z io n e  s u l l a  d e f in i z io n e  d e l  n . i. Rileviamo che, siccome 
è diverso da zero il determ inante A delle funzioni (1 , j  — 1 , • • •, m),
per K n f i  <Cr non esistono sistemi (2) iperbolici secondo P etrow ski.

Infatti, se è M2 <  r ì la m atrice

(5)

I Olii

^ lm l

am 11

\ &mm\

a \ \2  * * * * &\\r

m 2  ’ & lm r

12 * 1 r

2 ' ^mmr

(6) I. G. Petrowski, Über das Cauchy sche Problem fü r  Systeme von partiellen Diffe­
rentialgleichungen, <<Mat, Sbornik », T. 44 (1937), pp. 815-870. In particolare pp. 816-7 e 821.
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ha caratteristica m inore di r, e quindi il sistema di m 2 equazioni algebriche 
lineari nelle incognite a i , • • •, ar

a ij 1 al + * • * + a ijr &r = O , (ß —  I r  • • } m )

am m ette almeno una soluzione non nulla, in corrispondenza alla quale il 
determ inante, che figura al prim o m em bro della (3), si riduce al prodotto 
A p m, e pertanto  l’equazione (3) am m ette la radice p =  o m ultipla dell’ordine 
di m olteplicità m, vale a dire il sistema (2) non può essere iperbolico secondo 
Petro wski.

3. R id u z io n e  d i  u n  s is te m a  a l l a  f o rm a  c a r a t t e r i s t i c a  (II): r a d i c i  
CARATTERISTICHE REALI E DISTINTE. -  Considerato il sistema quasi-lineare <7>

dz. m r

(6) - ^  = GA x >yi>- ■ - o v ; * i , - ' j L b k ( x >yi>---, yr\z\ . , -
s=x k = i dy  k

( j  = i , • • •, n i ) ,

vediamo quando è riducibile alla forma caratteristica (II), supponendo che
ciascuna delle r  equazioni algebriche in  X

K \ k — ^ ^ 1 2  k m k

(7) 2̂1 k & 2 2 k---^ * ^ 2  m k —  O

byn 1 k b m 2 k
z “X

che si hanno per k  =  1 , • • •, r, abbia m radici reali e distinte.
a) Osserviamo, innanzi tutto , che dal sistem a (II), tenuto presente 

che il determ inante

(8> C ( . . . )
Cu (/ • ') ' • • Cl m  (• • *)

( * * / ’

è supposto uguale all’unità <8>, in virtù della regola di Cram er segue elemen­
tarm ente

(9)
Se. “  “  ”  Se

=  2 c »y^' — 2  X  2  Q ÿcìsfik ’ 0  =  i0X 1 = 1 i=Ì J = 1 k=l dSk

ove si è indicato con C,y (• • •), (i , j  =  1 , • • •, m) il complemento algebrico 
deH’elem ento c#(- • •) del determ inante (8). Pertanto è ovvio che basta rilevare 
sotto quali condizioni esistono m 2 +  m r  funzioni C2y (x , , • • •, y r ; z1, • • •, zm),
(i ,>  =  ! , • •  -, m), f ik (x  , y x ,• • - , y r ; zx ,• • -, zm), (i =  i , • • •, m  ; k  =  I , • • •, r)

(7) È ovvio che, sotto la condizione che il determinante A (vedi n. 2) sia diverso da zero, 
ogni sistema (2) è riconducibile alla forma (6).

(8) Basterebbe supporre C (* • •) =J= °, e quindi, per semplicità di scrittura, si può senza 
altro ritenere C (•••) =  1 •
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con

( i o )
CU ( - - . )  C12 (• • •)

COTl( - - - )  Cm2( - . - )  . . .

tali che siano verificate le m 2r  equazioni

Gmm ( * ’ * )
=  I >

0 0  '£ /  C  ij (■' ■*)  ^is (  * * ’ ) f i k  (  ’ * * ) bjsk (  * ’ * )  ) ( y  j S I J * ‘ * j ^  j k  --- I , • * * ,i—1

nelle n i 1 -fi- m r  incognite Ci;-, f ik .
A tal uopo, in corrispondenza a ogni valore fissato di /è, possiamo raggrup­

pare le (11) negli m  sistemi (che si hanno per j  — i,- • •, m) di m  equazioni 
algebriche lineari nelle m  incognite f i k , ‘ ‘

(12)

Glj  cl l f l k  +  C2y ^2l f 2k Jr  • • • +  Gmj  cm lfm k  =  &jlk 

Giy ^12/1 Ä.+ C2y ^22/2^ +  ••• +  Cmj  cm2i f mk =  bj2ik

G \ j Ç \ m f \ k  ~ ï ~  G 2 y  ~ f ~  * * * —\~ G mj  C.mm f m]i bjmk  >

in virtù della (io), da cui, tenuta presente la (8), si può dedurre ancora 
C (• • • ) =  !, per la regola di Cram er abbiamo im m ediatam ente per i =  1, • • •

O s) f a

Ciy cn Gi-l,Jci-l , l bjlk Gt’ + i,j C + 1,1 G mj  1

C, . c-,1 j 1 m G{ — j ci— bjmk C. rz 4-1, ? -f 1, m • C .cmj mm
c , .. .. c.. . . .  c .mj

Cil bj\k + G{ 2 bj + . . . bjmk
C..v

Al variare di j  otteniamo, per ogni f ik, m  valori, che devono essere uguali 
tra  loro

Ci 1 bl\ k +  Ct 2 ' * * + Cim K mk Gi\bmlk -fi C; 2 bm 2k -fi • • • +  C b
( h )v ; Cn  C.* -*• tm

ossia, indicato con X il comune valore dei rapporti (14), abbiam o il sistema 

f Gn (6l lk — X) +C,-2 &i2k +  * • • +  Gim blmk — o 

(15) ! Cn  b2ik-\~ C2-2 (p22k 0  + ; • • • +  Gim b^tnk =  o

v G n  ^mik +  Gì2 bm2k fi- * * * “b Gim (bmmk X) o ,

la cui risoluzione dipende dall’equazione caratteristica (7), la quale risulta 
indipendente dall’intero positivo j ,  il quale assume i valori 1, 2 ,• • - , m.

(9) A questo punto si dovrebbe supporre Cìj =fi o, (i fj  =1 ,• •*,?»), ma, in virtù della 
(io), ciò è superfluo, perché di proposito tutte le considerazioni successive alla (15) sono state 
sviluppate in modo che siano valide indipendentemente dalle disuguaglianze in questione.


