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NOTE PRESENTATE DA S0OCI

Topologia. — 7/ teorema di de Rham olomorfo nel caso rela-
tivo @, Nota II di Francesco Svucci, presentata ©? dal Corrisp.
E. MARTINELLL.

SUMMARY. — The Rham’s theorem in the holomorphic case is extended to the pair
(X ,A), where X is a complex analytic manifold and A an analytic subset subject to a
condition of local contractibility. A de Rham theorem (of ‘“ absolute type ) for the holo-
morphic forms on A is also given.

III. — IL TEOREMA DI DE RHAM OLOMORFO RELATIVO
PER UN SOTTOINSIEME ANALITICO

9. — Definizioni. Lemma di Poincaré. — Sia A un sottoinsiteme analitico
(chiuso) della varieta analitica complessa X, dimgX = 7. Supponiamo che
esso soddisfi la seguente ipotesi di contraibilitad locale:

(C). — Ogni punto non regolare @ y € A possiede in X un sistema
fondamentale d’intorni aperti {V;} tali. che in ciascuno di essi esista una
contrazione @, :V, X I -V, (I intervallo chiuso [0, 1]), di V; ad y, tale che:

1) ®; contrae ANV, su se stesso;

2) ®;(x,¢) ¢ di classe C* rispetto a z€1;

3) per ogni 2€l, @,(x,2) e %{-;i sono olomorfe rispetto a x € V,.

Sia ora U un aperto di X e Q*(U) = {Q(U), d} il complesso delle forme
olomorfe su U. Diremo che una forma olomorfa o? € Q?(U) ¢ nulla sul sottoin-
steme analitico A, quando nell’intorno (in X) di ogni punto y di A sia:

(9.1) o = X fi-of + Xdf; Ao,
J J

dove f;,= o sono le equazioni di A nell’intorno di ¥ e o, w?™' forme olo-
morfe di X.

In queste ipotesi, si prova come nel caso reale (cfr. [5]) che:

LEMMA 1. (di Poincaré) — Ura p—forma olomorfa chiusa e nulla su A

¢ localmente il differenziale di una (p— 1)~forma olomorfa, nulla su A.

10. — 1/ teorema di de Rham. Indicato con Q7 (U, A) il C-modulo delle
p—forme olomorfe di U C X nulle su A (cio¢ su A NU), risulta, com’¢ imme-
diato verificare, 2Q?(U, A) C Q**'(U, A), onde {Q’(U,A),d} = Q*(U,A)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca del CNR.

(**) Nella seduta del 21 giugno 1967.

(1) Com’¢ noto (cfr. [1]) nell’intorno di un punto regolare un sottoinsieme analitico
(anche non irriducibile) ¢ una sottovarieta.
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¢ un complesso. Dal Lemma 1 ora stabilito, segue allora che per ogni intorno
contraibile V, considerato nel n. 9, la successione corta di C-moduli

(10.1) 0 =GV, A) > Q7N(V;,A) > 8P(V,,A) >0

& esatta (ép(V;,A) = C-modulo delle g—forme chiuse).
Indicato allora con Q7 (X yA) il fascio dei germi di p—forme olomorfe

di X nulle su A e con Q7 (X', A) il sottofascio dei germi di forme chiuse,
dalla (10.1), per passaggio al limite diretto sui V;, si trae la successione esatta
di fasci:

(10.2) o f>£82°(X,A) > QO(X,A) > O (X,A) > - > (X, A) >o,

2
la quale, essendo Q°(X, A) = Cx_, = fascio semplice dei numeri complessi
concentrato su X — A, ¢ una risoluzione del fascio Cx_y .
Nel caso che si abbia la banalitd globale, cioé sia:

(10.3) Hg(X,ﬁ”(X,A))——:o, per p>o0,g>1,
si ha quindi:

TEOREMA 5. — Nelle ipotesi poste di contraibility locale (C) e di banalits
globale (10.3), la coomologia di de Rham R* (X , A) delle forme olomorfe su X

\

nulle su A, ¢ isomorfa alla coomologia a valori complessi di X mod A.:

(10:4) R¥*(X,A) ~H*(X mod A ;C).

Osservazione. — Nel caso in cui A & una unione Y di sottovarietd in posizione generale
di X, dal Teorema 5 si ritrova il risultato del n.s6 (Nota I), essendo soddisfatta ovviamente
la condizione (C) e d’altra parte coincidendo per Y la coomologia di Cech con quella singolare.
Con lattuale dimostrazione il risultato del n. 6 si ottienc sotto condizioni assai piu deboli,
poiché non occorre ora supporre che valga il teorema di de Rham assoluto né quello relativo
per numero inferiore di sottovarietd, come richiedeva la dimostrazione per ricorrenza usata
nel n. 6.

11. — Caso delle varieta di Stein.

PROPOSIZIONE 5. — 7 fasci QF (X, A) delle forme olomorfe di X nulle su A
sono O—coerenti su X.

Dimostragione. — Per p=o0, QO (X', A) coincide col fascio dei germi
delle funzioni olomorfe di X, nulle su A, che & coerente (cfr. [2]). Sia allora
p =1. La coerenza su X —A ¢& ovvia, essendo ivi X, A) = Q (X).
D’altra parte da (9.1) si trae subito che nell’intorno di ogni punto di A il
fascio Qf (X, A) & di tipo finito. Ne segue che (f (X, A), quale sottofascio
di tipo finito del fascio O-coerente Qf (X), & O—coerente su X.

Se X & una varietd di Stein, dal teorema B di Cartan segue allora che
la condizione (10.3) di banalitd globale ¢ sempre soddisfatta e pertanto:

PROPOSIZIONE 6. — 17 teorema di de Rham olomorfo relativo per (X ,A)

(cfr. Teorema 5), guando X é una variets di Stein, vale sotto la sola ipotesi (C)
di contraibilita locale di A.
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IV. — UNA GENERALIZZAZIONE DEL TEOREMA DI DE RHAM
OLOMORFO ASSOLUTO.

12. — 1/ fascio differenziale delle forme olomorfe su un sottoinsieme anali-
#ico. Sia A un sottoinsieme analitico (chiuso) della varieta analitica complessa X.
11 fascio Q? (X, A) delle forme olomorfe di X nulle su A (cfr. n. 10) & sotto-
fascio di 7 (X) e il fascio quoziente Q7 (X)/Q’}(X A) induce su A un fascio
che per definizione assumiamo come il fascio dei germi di p—forme olomorfe

di A, — e indicheremo con Q”(A) Si ha quindi la successione esatta di fasci
su X:

(12.1) o> (X,A) » Q"(X) > (A So.

Poiché a’Qp(X A) cQrtt (X, A), il differenziale & determina un differen-
ziale da : QP(A) QP'H(A) , cosicché {Qﬁ(A) yda} = Q(A) un fascio
differenziale (su X) e si ha la:

PROPOSIZIONE 7. — Se i/ sottoinsieme analitico A soddisfa la condizione (C),
il fascio differenziale O (A)X ¢ una risoluzione del fascio Cy dei numeri com-
Plessi concentrato su A.

Dzmosz‘mzwne — Infatti, soddisfatta la condizione (C) (cfr. n. ), il fascio
differenziale Q¥ X,A) = {Qp(X A),d} ¢ una rlsoluz1one del fascio Cx_a,
come si ¢ stabilito nel n. 10; pertanto, tenuto conto che Q* (X) ¢ una risolu-
zione del fascio G, si ha il diagramma commutativo:

o) o o)
\’ e ¥
0+ €Cxa —- € —- Co —o
(12.1) ik J

o e s\l(
0 = Q¥ (X,A) » Q*(X) = O*(A)X > o

nel quale le righe e le prime due colonne a sinistra sono esatte (ove si pensi
ciascuno dei fasci differenziali ¥ esplicitato nella corrispondente successione).
Si prova allora facilmente che ¢ esatta anche la terza colonna ragionando
sul diagramma (12.2) (scritto per esteso). D’altronde tale fatto pud anche
stabilirsi basandosi sulla considerazione della successione esatta di coomo-
logia dei complessi di C-moduli che per ogni punto x € X si ottengono dalle
successioni verticali di fasci, ricordando note proprietd (cfr. [4]).

Ovviamente tale proposizione equivale al lemma di Poincaré per le p—forme
di A, le quali per definizione non sono che le sezioni del fascio Q7 A).

13. — I/ teorema di de Rham. Passando alle sezioni globali di Qf (A%,
o cid che ¢ lo stesso, alle sezioni globali (su A) di 0% (A), si ottengono, per
definizione, i C-moduli Q?(A) delle p—forme olomorfe globali di A, i quali
con il differenziale &p indotto da da, costituiscono il complesso Q* (A) =
= {Q? (A) da} delle forme olomorfe globali su A.
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Tenuto conto che si hanno gli isomorfismi H?(X , Q% (A)%) ~H? (A, Q*(A))
e che Cyla ¢ il fascio semplice dei numeri complessi su A, quando sia:

(13.1) H'A,Q’(A) =0 per g>1e p=>o0,
dalla Prop. 7 segue il:

TEOREMA 6. — Se A ¢ un sottoinsieme analitico verificante la condizione (C)
e se sussiste la (13.1), la coomologia di de Rham R*(A) delle forme olomorfe
su A é dsomorfa alla coomologia H* (A ; C) di A a valori complessi.
Supponiamo ora che sia:
HY (X, O (X)) = o
(13.2) < per ¢ =1, p =0.
H/ (X, Q’(X,A)=o.
Dalla successione esatta di coomologia indotta dalla (12.1) si ricava allora
che sussistono (13.1) e la successione esatta di C-moduli:

0+ QX,A) - QX) - Q'(A) »o.

In questa eventualita quindi, ogni forma olomorfa globale su A é indotta
da una forma olomorfa globale su X (per questo basta invero che sia
H' (X, ok (X,A)) =0 per ¢g=>1; p=>0), sussiste il teorema di de Rham
olomorfo (assoluto) per la varietd X, quello relativo per X mod A e quello
assoluto per le forme sul sottoinsieme analitico A. Pertanto:

PROPOSIZIONE 7. — Se A ¢ un sottoinsieme analitico verificante la condi-
zione (C) e se sussistono le (13.2), si hanno gli isomorfismi sotto indicati:

R* (X) A H* (X ; C)
N P
(13.3) R* (A) ~¥ > H*(A;C)
< N
R*(X,A) A~ H* (X mod A ; C)

dove il triangolo a sinistra é il triangolo esatto della coomologia di de Rham e
quello a destra é il triangolo esatto della coomologia a valori in C.

14. — Caso delle varieta di Stein. — Se X ¢ una varietad di Stein, la (13.1)
¢ senipre verificata perché 0% (A) € un fascio analitico coerente (su A), come
discende da (12.1) tenuto conto che Qo (X) e &7 (X ,A) sono coerenti
(cfr. Prop. 5). D’altra parte se X & una varietd di Stein, sono verificate le
(13.2), essendo appunto coerenti i fasci Q” (X)e 0 (X, A), e pertanto in conse-
guenza si ritrova di nuovo che le (13.1) sono soddisfatte. Si ha quindi:

TEOREMA 7. — Se X ¢ una varieta di Stein ¢ A un suo sottoinsieme analitico
soddisfacente alla condizione (C), ogni forma olomorfa globale su A é indotta
da una forma olomorfa globale su X, per il complesso Q* (A) di tali forme glo-
bali su A vale il teorema di de Rham:

R*(A) ~ H*(A;C),

ed anzi sussiste il diagramma (13.3).
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