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Controlli automatici. — Determinazione della stabilità di sistemi 
non lineari mediante confronto con sistemi stabili di cui sia nota 
la traiettoria. Nota <*) di G ianni B ertoni, presentata dal Corrisp. 
G. E vangelisti.

Summary. — A method is proposed for determining the stability of a non linear system 
by means of comparison with another linear or non linear stable system whose trajectories 
are known. The comparison utilises the geometric interpretation of Liapounov’s second method.

A Liapounov function is used, defined by the solution of a proper “ -auxiliary system ” 
of differential equations: the trajectory defined by the solution is not required to be closed. 
Moreover, an approximate evaluation of asymptotic stability region is proposed.

Examples are given, concerning second order systems with one or two non linearities.

Introduzione.

I. Come è noto, nel caso di sistemi autonom i, il m etodo di L iapounoff 
è suscettibile di una semplice interpretazione geom etrica. Secondo tale metodo 
un generico sistema:

(1) x = f ( x , t )

è asintoticam ente stabile, in un dominio com prendente l’origine (che costituisce 
il punto d ’equilibrio), se è possibile trovare una funzione V, definita positiva 
(negativa), tale che la sua derivata lungo la generica traie tto ria  soluzione del 
sistem a (1) sia definita negativa (positiva) nella regione m edesim a. Nel caso 
di un sistem a autonom o ciò significa che è possibile trovare una famiglia di 
curve chiuse, concentriche, rispetto alle quali la traie tto ria  sia sem pre entrante. 
D ata una certa funzione V, il dominio entro il quale il sistem a è certam ente 
stabile coincide [1] con l ’insieme dei punti racchiusi dalla m aggiore delle 
curve chiuse V  — cost, entro la quale siano verificate le proprietà soprade­
scritte.

Nel caso di insuccesso nella ricerca di una funzione V, per un certo sistema, 
ciò non significa affatto che questo sistema sia instabile, o com unque che la 
sua zona di stabilità sia lim itata a quella individuata dalla particolare fun­
zione V  trovata , come m ostra la fig. 1 ove si è assunto un cerchio come fun­
zione di Liapounoff.

Quello che esporrem o è un  m etodo per la determ inazione della stabilità 
di un sistem a usando delle proprietà della funzione di L iapounoff ora ricordate.

In generale la ricerca della funzione V  per un sistem a di cui si vuol cono­
scerò la stabilità, si fa assum endo una generica form a di cui si determ inano

(*) Pervenuta all’Accademia il 9 ottobre 1967.
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i coefficienti im ponendo che siano soddisfatte le condizioni imposte dai teoremi 
di Liapounoff; in genere si sceglie una form a quadratica o, come nel caso 
di una sola non linearità com presa in un certo settore del piano delle fasi, 
la som m a di una  form a quadratica e di un  integrale della non linearità (me­
todo di L u r’e).

Fig. i.

Nel nostro caso si userà, come funzione di Liapounoff, dapprim a la gene­
rica traiettoria, chiusa, di un opportuno sistem a stabile di equazioni diffe­
renziali (detto sistem a ausiliario) ed im ponendo che la generica traie tto ria 
del sistem a in esame sia sempre en trante rispetto a quella del sistem a ausi­
liario.

Successivamente si dim ostrerà che l’ipotesi di chiusura della traietto ria 
del sistem a ausiliario, può essere rimossa.

In  sostanza si tra tta  di un  confronto tra  un  sistema sicuram ente stabile 
ed un altro di cui si ignora il com portamento.

II. Supponiam o di avere un sistema, supposto stabile, del secondo ordine 
del tipo:

/ v [ Xl = f x  (x± , x2)
( 2)  j

( x 2 = f 2 ( x i , x2)

di cui vogliamo determ inare una possibile V di Liapounoff.
Questa V, per quanto sopra ricordato, deve essere una curva chiusa, a 

cui ora si impone la lim itazione di essere soluzione di un generico sistema 
di equazioni differenziali in form a norm ale

i *1 =  ?1 (x\ , xi)
( H  =  ?2 O l  . *3) -

(3)
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Q uesta ipotesi è molto larga e si può in trodurre senza praticam ente per­
dere nulla in generalità.

A m m ettiam o dunque che una possibile funzione V  del sistem a (2) sia 
la soluzione del sistem a (3) che chiameremo « sistema ausiliario »: dalla in ter­
pretazione geom etrica, rich iam ata in I, si com prende che, affinché la solu­
zione di (3) sia veram ente una funzione di Liapounoff del dato sistem a (2), 
supposto stabile, bisogna che la generica traie tto ria  di quest’ultim o sia sempre 
en tran te nella fam iglia di curve V  =  Cost, per lo meno in un certo dominio 
com prendente Torigine.

Perché ciò accada basta  che si abbia

(4) »2 A v3 >  o

dove v 2 e v3 sono i vettori velocità relativi alle traiettorie soluzioni dei sistemi 
(2) e (3), le cui com ponenti sono ovviam ente rappresentate d a /1 , /2  e 91, cp2 
rispettivam ente, cioè

(5) V2 = { / l , / 2} , v s = { < p 1 ><p2}.

Sostituendo la (5) nella (4) si ha:

(6) f i  • 9 2 - / 2 -  91 >  0 •

In  conclusione direm o che se è possibile im porre che 9 X e cp2 siano tali 
da soddisfare la (6) e da far sì che la soluzione della (3) sia una traie tto ria 
chiusa, quest’u ltim a è una funzione di Liapounoff.

In  ta l m odo il'p rob lem a della stabilità è risolto, a patto  che si scelgano 
delle 9 X e cp2 che, oltre a soddisfare le condizioni sopradette, diano luogo ad 
un  sistem a (3) facilmente risolubile.

Infan te e C lark [3] che hanno affrontato il problem a da un  punto  di vista
simile al nostro, hanno dato come condizione sufficiente affinché la soluzione
di (3) sia una curva chiusa la seguente:

dfi{xi  ,xz) __ dfz {xi , X2) 
dxi dX2

che si ricava facilmente dal criterio di Bendixon.
P urtroppo se anche si scelgono le f i  ed f% in modo tale da soddisfare 

tale equaglianza, non è affatto detto che l’equazione differenziale che ne deriva 
sia facilmente risolubile; anzi in generale non lo è.

Perciò il criterio più opportuno per garantire non solo che il sistem a sia 
facilm ente risolubile, m a anche che la soluzione sia una curva chiusa è quello 
di partire  dalle equazioni param etriche di una opportuna curva chiusa e da 
queste risalire al sistem a di equazioni differenziali di cui essa è soluzione. 
Del resto analogo m etodo useremo nel seguito per garantirci la risolubilità 
nel caso di un sistem a ausiliario avente una traie tto ria aperta.
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II I .  D im ostriam o ora che, per la verifica della stabilità del sistem a (2), 
non e necessario che la soluzione del sistem a ausiliario (3) sia una traie tto ria 
chiusa; può essere anche aperta, purché essa sia stabile nel senso di Liapounoff.

Supponiam o che la curva di fig. 2 sia la traie tto ria  T a del sistem a ausi­
liario; siano «s»  e « s.a. » le direzioni, in un  certo punto A, delle traiettorie 
del sistem a (2) e del sistem a ausiliario (3), rispettivam ente: perché la tra ie t­
toria « 5* » sia certam ente stabile, non basta im porre che sia valida la (6) 
perché in tal m odo la direzione di « s » potrebbe risultare una qualunque di 
quelle incluse nell’angolo (ß -f- a) e perciò, pur essendo la traie tto ria  del siste­
m a dato sem pre entran te rispetto a quella del sistem a ausiliario, essa potrebbe 
non essere stabile.

Congiungiamo perciò A  con l ’origine: questa congiungente può essere 
in terp retata  come la traie tto ria  del sistema

( $2 — ---%2 .

Per la ricerca della stabilità si può ora operare come segue:
a) si applica il prodotto vettoriale alle coppie di sistemi (2), (7) e (3), 

(7) e si deducono le condizioni per le quali le traiettorie « s » ed « s.a. » sono 
dalla stessa parte  rispetto ad O-A .

h) si applica la (6) ai sistemi (2) e (3).

Le condizioni ricavate da (a) e (b) impongono dunque che la traiettoria 
del sistem a sia sem pre en trante nel settore « s.a. » AO, e quindi, a maggior 
ragione, sia sem pre entran te anche in una generica curva chiusa che sia fun­
zione di L iapounoff del sistem a ausiliario. In  ta l modo ci si riporta  al caso 
precedente senza che sia necessario trovare esplicitam ente la curva chiusa 
che funge da funzione di Liapounoff.

Il dominio di stabilita e l’insieme dei punti tali che, assunti come condi­
zioni iniziali, sia la traie tto ria  del sistema ausiliario (3) sia quella del sistema (7)
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si svolgono interam ente nella zona di validità delle (a) e (b). Quanto fin qui 
detto vale naturalm ente anche per i sistemi di ordine superiore al secondo 
purché le condizioni ricavate siano verificate dalle diverse componenti dei 
vettori ciascuna sul proprio piano di proiezione (il che, però, complica note­
volm ente le cose).

Q uanto ai sistemi non autonom i, il m etodo vale ancora purché, ovvia­
m ente le disuguaglianze trovate valgano per qualunque valore del tem po.

IV. 1) U na  prim a applicazione del m etodo presentato può farsi assu­
m endo come sistem a ausiliario un sistema lineare generico a coefficienti 
costanti
^  j #2 =  Cxi +  Dx2

( X\ =  K x\  +  Bx2 .

Le possibili soluzioni di (3') sono ben note e dipendono dai valori assunti 
da A, B, C, D.

Esempio',

Sia dato il sistema:

(2o S * 1 = .( X2 =  --- X\ —  ( I -----x{) X2 •

A pplicando le (a) e (b) del n. 2 

(8) : (20  A {Ì) =  — x \ — x\ —  ( \ — x § x xx ì

che è minore di zero nell’intorno deH’origine indicato tratteggiato  in fìg. 3

Fig. 3-
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(9) (3') A (7) =  — — Bx\ +  Cx\ +  Dxx

perché anche questa espressione sia m inore di zero, basta per il teorem a di 
Syl verst er, che sia

(9') B >  o ; C >  o ; _  BC —  -  (D — A)* >  o
4

con queste condizioni il discrim inante del sistem a (3') è <  o e perciò, per la 
stabilità, bisogna che, oltre alle (9') valga

(9") A  +  D <  o

in corrispondenza del segno <  l’origine è un fuoco stabile; 
in corrispondenza del segno =  l’origine è un  centro.

Applichiam o ora la (6)

(10) (2') A (3') =  * !*a (C +  B +  A) +  (D +  B —  Bx\) - f  Ax* (1 — x xx£. >  o .

Ponendo

(11) D — A =  o ; C =  —  B

la (9') e la (9") sono sempre soddisfatte, m entre la (io ) lo è solo se

(12) . x <  i.

Con le posizioni (11) il sistema ausiliario ha per soluzione un centro; 
ne segue che il dominio di stabilità così individuato  è quello delim itato dalla 
circonferenza di raggio massimo interam ente contenuto nella zona in cui 
sono contem poraneam ente soddisfatte le condizioni dedotte dalle (8) e la (11) 
(zona a doppio tratteggio * di fig. 3).

2) U na  seconda applicazione del m etodo può farsi adottando come 
sistema ausiliario quello che ha per soluzione una coppia di equazioni p a ra ­
m etriche note.

Per esempio l’equazione di una generica spirale può scriversi in forma 
param etrica

xi =  ~j sen (nt +  9) 

bX2 — - j  cos nt

differenziando ed elim inando la t si ottiene il sistema di equazioni differenziali 
che ha per soluzione la (13)

(3” )

X-i
d2 2 #^ * 2 — 2 sen 9

a cos 9

a x 2 x x sen 9

— nxx tgcp + an 
b cos 9 *2

nbxx 
a cos 9 +  n tg  9 *3 .a cos 9
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Esempio :

Riprendiam o il sistem a esam inato nell’esempio precedente

Xl =  X2
X% =  —  Xi  ( i  ---- X2 .

A pplicando la (a) e la (b) si ha ancora la (8) e la

( j 4) (3") A (7) =  2 » tg  <p *2 ----- -----  (x\ +  ~  xfj

avendo posto a/6 — d. L a (14), per il teorem a di Silverster, è definita negativa 
se vale

nd  
cos 9 >  O

cioè, se n  >  o e d  >  o,

cos 9  >  o

da cui

(15)
7T 1Z— <  9 <  —2 T 2

Applichiam o ora la (6) avendo posto

2 , a1 2 a
+  x2~~2 -J

=  F  ( x i , x 2)a cos 9

(20 A (3”) — F (^1.^2) [xfx2— xiX2—x \— x \\ + n  tg 9 [xl — x \ — x ix 2 +  x f x 2]-\-

, dn p 2 2 21 -
+  ------ - lx 2  X1 X2 ] >  O ,1 COS9  L J

A pplicando ancora una volta il teorem a di Silverster e avendo assunto 
9 =  —  30°, d  =  2 , n =  i si trova che la regione di validità della (16) è 
quella delim itata a tra tto  e punto in fig. 4 (la curva a tra tto  continuo delim ita 
la regione di validità della (8)).

Concludendo, la regione di stabilità trovata  utilizzando, come già detto, 
la conoscenza delle traiettorie del sistema ausiliario dà luogo ad una curva 
del tipo di quella punteggiata; questa curva è stata  confrontata con la 
zona di stabilità o ttenuta con il calcolatore analogico e rappresenta ta  a 
tratti.



i 7 8 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. XLIII -  Ferie 1967

3) U n  altra possibile applicazione del m etodo riguarda la valutazione 
della stabilita assoluta dei sistemi, con una o più non—linearità, come nello 
schema di fig. 5.

x 2
f ( x 4)-

Fig- 5-

Occorre am m ettere che le non-linearità (x2) e <p (x4) siano comprese 
nei due generici settori di fig. 6; valgono, cioè le
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due relazioni seguenti:

„  ^  *(*4) ^  ^  +(*2) ^^2 <  —-—  n± ; m2 < ---------<  mx .
X4 X2

Per il resto le due non-linearità possono essere qualunque (quindi anche 
funzioni a più valori).

Per sistema di fig. 5 possiamo scrivere:

^2 =  Gì (s) x\ x ± — —  x 5

xs =  ^ (xi) x ò =  9 (x4)

X4 =  G2 (s) X3

D a queste posizioni si ricava il sistema:

I *2 =  — Gx(s) 9 (^4) 
l x4 =  G2 (s) (x2) •

Supponiam o che si abbia:

Segue perciò:

(20)

Gì = — ki 
I +  TlS G2 — fa '

1 +  t 2 S

I * 2  =  —  -  X 2 +  ~  9 (^4 )

I * 4 = — —  *4 — ~  K * a > -

Come sistem a ausiliario possiamo prendere il solito sistem a lineare del- 
Pesempio I

(21^ I X2 =  A.x2 4" B#4
f x 4 =  Cx2 +  Dx4 .

Procedendo come di consueto abbiamo:

_ %2 #4 k\

tenendo conto della (1.8), si ha:

(20) A ( 7 ) = ^ - G 4T (*4) -  ^  —  —- ' l ' (*2) *2 •

„  „ . T2  Tl \  2 Al 2 k2x 2 X4 (     ̂ — j —  x4 —  m  —  X2 “  m 2 .

A pplicando il teorem a di Sylverster si ha:

k\ k%n2 m2 > 1 fa  — .T!)2
4 TXT2

Quanto alle (20) A (7) basta richiam are la (9')

(21),
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Si. ha inoltre:

tenendo conto della (18) si ha:

(23)

I pedici delle lettere m ed n vanno precisati tenendo conto dei valori di 
A  , B , C , D e cercando di porsi nel caso peggiore.

Supponiam o di avere:

k± =  io  , k2 =  i , Ti =  i , t 2 =  0,1 , mi =  m  =  1

vogliamo determ inare i valori di A , B ., C , D affinché sia soddisfatta la (23). 
Si ha:

x t (— C +  io  A  -m) xl(ioon±  +  10B) —  X4X2 (D —  i o-A —  io C -n— 10B -m) . 

A ssum endo

Negli esempi fatti il valore dei param etri è stato scelto in modo da soddi­
sfare le disuguaglianze, m a non ci si è curati di ottimizzarli, cosa invece oppor­
tu n a  qualora si voglia sfru ttare al massimo il m etodo proposto.

Lo scrivente ringrazia i proff. Giuseppe Evangelisti ed Enzo Belardinelli 
per i suggerimenti, la prof. M argherita Poli per l’aiuto, la dott. D aniela Maz- 
zotti per la program m azione dei calcoli.
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C - — 2 , B =  1,5 , A  =  .5 , D =  —  I

si ottiene

m2 =  %2 =  0,6 .

B ib l io g r a f ia .


