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Geometria. — Un teorema di Moutard sulle polari di una su­
perficie algebrica. Nota (,) del Socio E nrico Bompiani.

Summary. — New proof and refinement of a theorem by Moutard on the tac invariant 
of an algebraic surface and the polar of one of its points.

I. -  Th. M outard  ha dato M il seguente Teorema:
Le superfici polari d i un punto di una superficie algebrica rispetto ad  

essa hanno nel punto la stessa indicatrice, le sezioni piane per questo punto 
della superficie e delle sue polari hanno raggi di curvatura inversamente propor­
zionali agli ordini della superficie dim inuiti d i uno.

Si sente in questo enunciato una certa dissonanza in quanto la costruzione 
delle polari di una superficie algebrica ha carattere proiettivo, m entre la no­
zione di cu rvatu ra  è metrica. Però il teorem a ha effettivam ente carattere 
proiettivo perché il rapporto  delle curvature in un  punto semplice di due 
curve in esso tangenti è un invariante proiettivo.

Questo fatto (insieme a m olti altri analoghi) era già noto a M ehm ke e a 
Wolffing <2>. M a la genesi proiettiva di questo invariante (e non la semplice 
constatazione analitica delPinvarianza di quel rapporto) è dovuta a C. Segre.

Questi <3> considera, nel piano delle due curve, una re tta  variabile che 
tenda a passare per il loro punto di contatto (ma non alla tangente comune) 
e valuta il b irapporto  delle intersezioni della re tta  secante con le due curve 
e con la tangente e di un  quarto  punto preso ad arbitrio sulla secante m a che 
non tenda al punto di contatto: il limite di questo birapporto quando la re tta  
tende a passare per il punto di contatto non dipende né dalla serie di secanti 
né dalle posizioni su di esse del quarto punto arbitrario  ed è un  invariante 
proiettivo di contatto delle due curve.

L a dim ostrazione del Dewulf, precedente di oltre trentanni le pubbli­
cazioni citate, non riconosce l’invarianza proiettiva del rapporto  delle curva- (*)

(*) Pervenuta all’Accademia il i° luglio 1967.
(1) Come Question 522, «Nouvelles Annales de Mathématiques», vol. XIX, i860, 

p. 195, una dimostrazione è stata data nello stesso volume, p. 431 dal Dewulf.
(2) R. M ehmke, Einge Sätze über die räumbiche Collineation und Affinität, welche sich 

auf die Krümmung von Curven und Flächen beziehen, « Zeitschr. für Math. u. Phys. », voi. 36, 
1891, pp. 56-60; E. WÖLFFING, Das Verhältniss der Krümmungsradien im Berührungspunkte 
zweier Curven, «ibidem», voi. 38, 1893, pp. 237-249.

(3) C. SEGRE, S u alcuni punti singolari delle curve algebriche e sulla linea parabolica di 
una superficie. « Rend. Acc. Lincei », s.v. vol. VI, 1897, PP- 168-175; e Opere. Edizioni Cremo­
nese,1 Roma 1958, vol. II, pp. 1-8, in fine al n. 1.

Per una piu estesa applicazione del procedimento di C. Segre anche a casi esclusi da 
precedenti Autori vedasi la mia Nota: Invarianti proiettivi di contatto fra  curve piane, « Rend. 
Acc. Lincei», ser. VI. vol. I li, 1926, pp. 118-123.
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tu re  delle sezioni piane; attenendosi all’aspetto metrico, dim ostra prim a il 
teorem a di M outard  per le curvature delle sezioni norm ali e da queste poi, 
col teorem a di M eusnier, passa a tu tte  le sezioni piane.

Del contatto di due superfici in un  punto mi sono occupato da tem po <4b 
In  particolare se le superfici hanno nel punto di contatto le stesse tangenti 
asintotiche (come appunto accade per una superficie algebrica e le polari 
di un  suo punto) le due superfici hanno un  solo invariante. In  questa N ota 
mi servo del procedim ento di C. Segre per dim ostrare il teorem a di M outard, 
cioè considero una rigata di cui una generatrice passi per il punto di contatto 
(ma non sia ivi tangente alle due superfici) e su di essa una curva unisecante 
(che non passi per il punto di contatto). Si ritrova subito (senza passare alle 
sezioni piane) l’invariante di M outard. M a si può di più indagare se si può 
scegliere la rigata  delle secanti in modo che l’invariante abbia per essa (in 
relazione al punto di contatto) valore stazionario.

E  allora si trova una corrispondenza fra le tangenti nel punto di contatto 
e i p iani (per esso) di un  cono di terza classe (che è dunque individuato per 
ogni punto semplice di una superficie algebrica).

Si determ ina anche come vada alterato l’invariante di M outard  nel caso 
che la rigata  delle secanti abbia per tangente una tangente asintotica nel punto 
in esame.

2. — In  un  sistem a di coordinate proiettive omogenee (x , y  , z  , t) si 
consideri una superficie algebrica d ’ordine n , Fn, passante per o ( 0 , 0 , 0 ,  1), 
e avente ivi per piano tangente z  =  o, sia

(2.1) ztn~x =  { 9 2  0  > y)  +  «pi 0 , y) z  +  9o's'2L b~2 +

+  {+3 (x ,y )  +  <J>2 (x , y ) z  +  (x , y ) z 2 +  ^ z 3 } ^ 3 ^-----

con le 9 , form e  in x  , y  di grado uguale all’indice, la sua equazione.
Q uando occorrerà specificheremo:

(2.2) <p2 (x , y) =  an  x 2 +  2 a12 xy  +  a22 y 2

9i (* > y) =  0i * +  ^2 y-

L a superficie polare della 2.1 rispetto ad o è 

(2.3) zt* -2 == {?2 (x > y) +  «pi O  » y) z  +  <po z2} t* - 3 +

+  +  ^2 ( x , y ) z  +  4»1 (x , y ) z 2 +  z3 } t «~x -\—

(4) E. Bompiani, Sul contatto di due superficie, «Rend. Acc. Lincei», ser. VI, 1932, 
pp. 116-121; Invarianti proiettivi di una particolare coppia di elementi superficiali del 
2° ordine, « Boll. U.M.I. », a X iy , 1935, pp. 237-244; Invarianti Proiettivi di calotte, « Rend. 
Acc. d’Italia», ser. VII, 1941, pp. 888-895. Nelle Note ora citate si trovano molte altre indi­
cazioni bibliografiche.
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Si consideri ora la rigata descritta dalla re tta  

(2.4) x  =  /  (V) 2 -f" £

— m (z) £ - f  y (s)

al variare di £ in un  intervallo in cui cada £ =  o per

l  (e) =  4) +  4  £ +  • • - , m  (e) — m,Q -|- m i £ - { - • • • ,  r\ =  kz -f- * * •

ove i puntini indicano term ini di grado >  1 in e. Per e o  e lim itandosi ai 
term ini in £ di grado <  3, per l’intersezione ( o ,o , .* 0y i )  della (2.4) con la 
superfìcie data  2.1 si ha

(2 -5) 2 0 ==9 2 (I ^ ) £2+ [ 2 {(^ l]/o  +  ̂ 12^o) +  (à;12^0 +  ̂ 22w o)^ } +  (P l ( l J^)] 9 2( E ^ ) £ 3 +
+  4*3 ( 1 , k) £3 +  • • •

m entre per l’analoga intersezione ( 0 , 0 , ^ ,  1) con la polare 2.3 si ha

<2-6) =  i

+  («12 A > +  a 22 m Q) k  }  +  <Pl ( l  > £ ) ]  92  ( r > k )  58 +  n ~ U t  ^3 0  > k )  s8 +  ' '

<P2 ( r > s2 "P ( n __j )  [2  {  (a l l  A) "P a 12 m o) +

Si prenda ora il b irapporto dei punti d ’intersezione della re tta  (2.4) con 
la polare, con la superfìcie data  e col piano tangente e di un  quarto  punto sulla 
re tta  definito da z (e) con la condizione: lim z  (e) =j= o.

Questo birapporto vale
e -> 0

(2 -7 )
I ---- —Zi Z

*0 j   2l
z

il secondo rapporto  differisce da 1 per term ini (almeno) del 20 ordine in s 
sicché se <p2( r > =j= °> c’°è se la rigata non è tangente in O ad una tangente
asintotica di F B

(2.8) lim ^
e-*0 *0

zi n — 2

e questo è l’invariante proiettivo del teorem a di M outard.

3. -  Sem pre nell’ipotesi cp2 (1 , k) =|= o valutiam o i term ini del i°  ordine 
in s del rapporto  zJ zq . Essi valgono, a parte  un  fattore num erico non nullo,

(3. ï) 2 (an  -f- a12 k) /„ +  2 (a12 +  a22 k) m 0 +  (px (1 , k) +  —— -  ■
n —- 2 92 (i,/è)

Se si uguaglia questa espressione a zero si ha una relazione che può 
scriversi

(3-2) mo =  P (£) 4 +  q (k)



12 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. X L III -  Ferie 1967

ove p  (fi) è una funzione razionale di r° grado in k  e q ( fi  è il rapporto di due 
polinomi di 30 grado in k. Per valori legati dalla (3.2) di l0 , m 0 la re tta  per 
O della rigata  appartiene al piano

y  =  p ( k ) x  +  q (k)z .

Si noti che la traccia di questo piano sul piano tangente è la tangente 
coniugata alla re ta  y  == kx ., z  =  o che è tangente in O alla rigata (precisa- 
m ente alla sua traccia sul piano tangente).

Si ha quindi il teorema:
A d  ogni tangente (non asintotica) della superficie data in O e associato 

un piano ben determinato della stella di centro O dotato d i questa proprietà: 
se la traccia sul piano tangente in O della rigata descritta dalla secante ha la 
tangente assegnata e se la retta della rigata per O appartiene al piano associato 
il  valore del birapporto sopra considerato è stazionario.

A l  variare della tangente i p iani associati inviluppano un cono di terza 
classe, la tangente e la traccia sul piano tangente del piano ad essa associato 
sono tangenti coniugate.

4. -  Passiam o a considerare il caso <p2 (1 , x) =  o, cioè che la traccia della 
rigata  delle secanti sul piano tangente in O tocchi una tangente asintotica.

Lo stesso procedim ento adoperato dà

lim — =  A— A_.
s —>-0 *0 n — 1

Questo è l’invariante che sostituisce quello di M outard  <5h

(5) Nell’ipotesi attuale il teorema di Moutard dice soltanto che le sezioni piani della 
superficie e delle polari con piani passanti per una tangente asintotica hanno un flesso; qui 
si ha di più un invariante (che dipende dalle calotte del 30 ordine).


