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Geometria. — Sopra 7 monoidi cubici di un S,,, con speciale
riguardo al caso ¢ = 5. Nota di Mar1A TERESA BONARDI, presen-
tata ™ dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — Projective characterization of the set of the points lying on a cubic
surface with a double point of a Galois space S3,7, and some additional remarks for the case

7=735.

1. G. Tallini ha ottenuto in [5] eleganti caratterizzazioni delle super-
ficie cubiche di S3,, aventi almeno tre punti doppi ed io stessa ho ottenuto
in [2] un risultato analogo per le superficie cubiche con due punti doppi.
In questa Nota prendero in considerazione le superficie § con un solo punto
doppio, pervenendo ad un risultato dello stesso tipo. Anche ora, come gii
per le §3 con due punti doppi, presenta speciale interesse il caso ¢ = 5 perché
una §3 di un S35 con uno oppure con due punti doppi ed avente il mas-
simo numero di punti & esaurita dalle sue rette ed ¢ quindi una rigata cubica
priva di retta doppia senza essere necessariamente un cono. Lo stesso fatto
~ non si presenta ad esempio nel caso analogo di una &3 di S35 con 41 punti
di cui 4 doppi, le cui 9 rette contengono complessivamente soltanto 37 punti
(cfr. - [5], Nota II, teorema II).

2. Sia F(N) un insieme di N punti di uno spazio lineare S;, di dimen-
sione 3 ed ordine dispari ¢ > 3 M al quale appartenga per intero ogni retta
avente in comune con esso almeno quattro punti. Dird che Q€ F(N) & un
punto doppio se ogni retta passante per ) e non appartenente ad F(N)
passa al pitt per un altro punto dell'insieme. Supporrd inoltre che F(N) non
contenga né piani né regoli né terne di rette non complanari ed uscenti da
un punto che non sia doppio.

Relativamente all'insieme F (N) dimostrerd il seguente:

TEOREMA: Se N=>¢% + 69 +1 ¢ se F(N) possiede un solo punto dop-
pi0 Q ed inoltre ogni retta p dell’insieme passante per Q appartiene a non pin
di due piani seganti ¥ (N) in terne di rette uscenti da Q, allora F(N) ¢ una
superficie cubica ed N = ¢2 4+ 6g 1.

L’ipotesi N = ¢? + 64 -1 assicura, intanto che F(N) contiene almeno
sei rette passanti per Q). Se p ¢ una di esse, un piano contenente p ha in

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei Gruppi di Ricerca Matematica del Con-
siglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 21 giugno 1967.

(1) Per le definizioni e le prime proprieta dei campi di Galois e degli spazi lineari finiti,
cfr. [4].
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comune con F(N) fuori di p un insieme J(x) che pud essere:

0) un /-arco ampliabile in un (% 41)-arco con 'aggiunta di Q; sicché
o</ <g;

I) una retta;

2) una retta passante per Q ed un punto;

3) due rette di cui una sola per Q;

4) due rette passanti entrambe per Q

Diremo che = ¢ di tipo m (m=o0,1,2,3,4) se J(x) presenta il
caso . Incominciamo a dimostrare che se Z e z/ numero dei piani di tipo
m che passano per p risulta:

(I) Z1212=Z4=0 ’ 1325 ) 10=¥—4

Si ha intanto El =g+1 e quindi N< (g+12+b+(g—1)k+ql;
ma N>g42 4 6q—l— 1 dunque:

(2) Blg—1) =49 —lag—bh.
Ora osserviamo che:

a) se Iy =1 ed h< 2, la (2) porge /s> 4. Siano allora o; (G=1,2,3,4)
quattro piani di tipo 3 e per ogni 7, sia J(s;) = a; U &;, con a; e b; rette
di cui la seconda non passante per Q. Se o fosse un piano di tipo 4 ed
J(a) =c1 U ca, le rette &61,6b2, b3 certamente sghembe a due a due @,
segherebbero il piano @, ¢; (7 =1, 2) intre punti appartenenti ad una retta 7;
61,062,063, a1 sarebbero allora quattro rette del regolo {p,#,%}®, che
apparterrebbe ad F(N), contro una delle ipotesi;

b) se Iy =1 ed =3, la (2) da /3 > 3; scelti allora tre piani 71,7, , 73
di tipo 2 e detta 7; la retta contenuta in J(7;) si potrebbe ripetere il ragiona-
mento fatto in @) sostituendo i piani a4 ¢; con due dei piani 7,7;;

¢) se ly = 2, F(N) non puo contenere due rette 41 e &2 tra loro sghembe
ed appoggiate a p in punti distinti da Q. Altrimenti, detti o3 ed ag i due
piani di tipo 4 e posto JI(x,) =¢;, U d; (j=1,2) il piano y = ¢1¢2 conter-
rebbe un’altra retta » di F(N) e similmente il piano 8 = 4 ds conterrebbe
un’altra retta s di F(N); 7 ed s, entrambe incidenti a é; e &3, sarebbero tra
loro sghembe e quindi segherebbero la retta y N3 in punti distinti tra loro
(e da Q). La retta yN & apparterrebbe ad F(N) che pertanto conterrebbe
qualche piano.

Si ha dungue Iy =0 e di conseguenza ls > 4. Proviamo ora che k< 4.
Sia — per assurdo — /& >4 e — per ogni i =1,2,3,4 — sia p; un piano
di tipo 2, f; la retta di 3(p;), o, un piano di tipo 3, e 4 la retta di J(s,)
che non passa per Q. Si vede subito che le quattro rette 4; dovrebbero
allora appoggiarsi, oltre che a p, a due rette #,7, contenute una nel

(2) Se due delle 4; (ad esempio &1 e &2) fossero incidenti, F (N) conterrebbe il piano
da esse individuato, oppure un piano passante per Q: per convincersene basta pensare alle
intersezioni del piano 5{&2 con le rette di F(N) uscenti da Q.

(3) Ora e nel seguito indico con {@,d,c} il regolo avente @, &, ¢ come direttrici.
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piano fife e laltra in f3f4, sghembe tra loro e con p. Ne seguirebbe:
{t1,22, p) CF(N); contro una delle ipotesi.

Dunque: & < 4 e, per la (2): & >35.

Siano ora 61,03, 03, 64, 65 cinque piani di tipo 3 e — con le solite nota-
zioni — J(6;) = @; U b; (b; non passante per Q). Denoteremo poi con 7,7,
/,m ,n una qualunque permutazione degli indici 1, 2, 3, 4, 5. Le rette
b;, b;,b, — essendo sghembe tra loro ® e con @, ed a, — intersecano il
piano &, «, in tre punti distinti e non situati né su «,, né su «,; la retta 7,
che congiunge due di essi deve pertanto far parte di F(N) e contenere anche
il terzo. Si determinano cosi su F(N) 10 rette 7,,, (1<m < 7 <5) ciascuna
sghemba con p, perché se 7,, e p fossero complanari, al loro piano apparte-
rebbero 64;, 5, e b,.

Proviamo che, oltre alle a; e b;, non esiste altra rettadi F (N) appoggiata
a p. Intanto se a € F(N) fosse una retta per Q distinta dalle ¢;, il piano
aa; (per ogni 1 < ¢ < 5) dovrebbe contenere una retta s; di F(N) diversa
da 2 e da g;, incidente a tutte le 4, (con j==¢) e non passante per Q; allora
il regolo {4;,4;,4,} conterrebbe s,,,s,,7,, € p e quindi farebbe parte di
F(N). Se poi F(N) contenesse una retta & non passante per Q e diversa dalle
b; essa dovendo essere sghemba con le @; si appoggerebbe a tutte le 7, ed
il regolo {4, ¢;,6;} (contenendo p,7,,,7, ed 7,,) farebbe parte di F(N).

Le (1) sono cosi provate.

3. Per completare la dimostrazione del teorema, osserviamo che due delle
10 rette 7,,, aventi un indice in comune (ossia incidenti ad una stessa coppia
di 4;) sono certo sghembe; invece due rette 7, ed 7, (con 7==j==1/==m)
devono essere incidenti, perché se esse incontrassero in punti distinti la retta
a;a; N, a,,, questa farebbe parte di F(N) ed uno almeno dei due piani 4;4;,
a;a, conterebbe quattro rette dell'insieme. Osserviamo inoltre che se 7,7,/
m ,n € ancora una permutazione di 1,2,3,4,5,7;,7,,¢b, essendo inci-
denti a due a due e non potendo — per ipotesi — uscire da uno stesso punto,
risultano complanari. In particolare sono complanari le due terne di rette
712,734, b5 ed 713,795 , b4; essendo g>75 ¢ sempre possibile scegliere un punto
su b4, uno su b5 e due su ciascuna delle rette 72,734 , 713, 725 tutti distinti tra
loro e distinti dai punti che quelle rette hanno a due a due in comune. Si
ottengono cosi 10 punti i quali insieme con 712 s, 713N &5 , 734 725 , 71200 734,
713 N 725 (certo tutti distinti per le ipotesi fatte su F (N)) offrono 15 condizioni
indipendenti alle superficie del terzo ordine che 1li devono contenere.

Sia allora &3 la superficie cubica passante per quei 15 punti ed avente
un punto doppio in Q; come si vede facilmente §3 contiene tutte le rette a;, &;
ed 7,;; e pertanto se w, ¢ un piano di tipo 3 i due insiemi 7, "F(N) e ©,N &3
coincidono. Se, poi, w, ¢ di tipo 0, l'insieme J (w,) degli %, punti comuni a
w, ed F(N) fuori di p deve contenere i 4 punti (fra loro distinti) Q,; =m, N7y,
((=2,3,4,5) e con l'aggiunta di Q diventa — come si & detto - un

(4) Vedi nota (2).
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(h, + 1)-arco ¥'(w,). Pertanto se y, ¢ la conica residua intersezione di ,
con §3, oltre p, basta osservare che anche y, passa per Q ed i punti Q,; per
concludere che se %, >¢ — 1 si ha: ¥(n,) Cy,.

Dal fatto che &3 possiede esattamente g2+ 6¢-1 punti (cfr. [3], teorema I)
di cui 119 — 4 contenuti nei piani o; segue poi che tra le coniche ¥y, (ottenute
al variare di =, nel fascio di asse p) una sola & tangente a p; quindi tra i nu-

meri %, uno al pitt pud risultare uguale a ¢. D’altra parte dalle (1) e dall’ipo-
4

4
tesi N> g2 + 6¢ -1 si ricava: Z;ﬁ > —5¢+5=(—1(@g—3 +g
percid se qualcuno degli 4, fosse:inferiore a g — 1 almeno due degli altri
dovrebbero essere uguali a ¢. Concludendo, 'unico caso possibile ¢ quello
in cui uno degli /4, vale ¢, tutti gli altri valgono ¢ — 1 ed J(x,) @& sempre
uguale all’insieme dei punti di vy, fuori di p. Ogni piano passante per p
sega dunque F(N) ed &% nello stesso insieme, ossia F(N) ed &3 coincidono
e pertanto si ha N =¢2 + 6¢ +1.

4. Sia, ora, ¢ = 5. Tra i sei piani passanti per p cinque sono come si &
visto — di tipo 3 ed uno solo, sia =, & di tipo 0. Per cid che precede, = sega
F(N) in un insieme di punti costituito da p e da una conica y tangente
in Q alla retta p. Dei cinque punti di y fuori di p, quattro sono i punti
Q=mNn7r; ((=2,3,4,5) ed il quinto deve anch’esso appartencre a
qualcuna delle rette 7,,,; infatti, se cosl non fosse ciascuna di queste rette inter-
secherebbe 7 in uno dei Q; e di conseguenza almeno tre di esse passerebbero
per lo stesso punto; il che invece — come risulta dal n. 3 — non avviene.
Pertanto se ¢ = 5 le 21 rette ?,a,b;,7; esauriscono completamente F(N)
ed ogni superficie cubica $3 di Sy 5 con un solo punto doppio Q, la quale non
contenga né piani né regoli ed abbia complessivamente 56 punti ¢ luogo di
retle, pur senza essere necessariamente un cono. Una &3 siffatta contiene sempre
come per parte il cono ad essa tangente in Q, perché se ¢ = 5 quel cono si
riduce proprio all'insieme delle sei rette della superficie uscenti da Q ®),

Osservo inoltre che, nel caso ¢ =3, se » & ancora una retta di F(N)
passante per Q, non ¢ difficile approfondendo I’esame delle sezioni di F(N)
con i piani passanti per p, vedere che l'ipotesi /4 < 2 del teorema pud essere
sostituita con quella, meno restrittiva, che F(N) non sia un cono; si pud
quindi concludere senz’altro che s¢ ¢ =5 ed N>356, ogni F(N) &7 Ss;
con un solo punto doppio Q ¢ un cono luogo di 11 rette © wuscenti da Q, oppure
& una superficie cubica, non cono, luogo di 2I rette di cui 6 uscenti dal punto
doppio ed in ogni caso risulta N = 36.

(5) Una superficie G di questo tipo & ad esempio quella di equazione: (%, x, —xs) xy +
+ (@i —d) %o, = 0; G ha il punto doppio in Q = (0,0,0,1) e, pur essendo irriducibile,
contiene le sei rette del cono di equazione x,%,—; =0 ad essa tangente in Q. ,
(6) Se F(N) & un cono costituito da / rette uscenti da Q, un qualunque piano non pas-
sante per Q sega F(N) in un {/%; 3 }-arco; essendo 11 il massimo valore di % per cul esi-

stono {%; 3 }-archi in un Sg,5 (cfr. [1], n. 2) deve essere £< 11. Dall’ipotesi N > 56 segue
allora: 2 =11.



796 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLII — giugno 1967

BIBLIOGRAFIA.

[1] BARLOTTI A, Sui { k; n }-archi di un piano lineare Jinito, « Boll. UM.L », (3), I1, 553~
556 (1956). ‘

[2] BoNARDI M. T., Intorno a certe superficie cubiche dello spaszio di Galois, « Rend. Acc. Naz.
Lincei», (8) 37, 396—400 (1963).

[3] ROSATI L. A., Sul numero dei punti di una superficie cubica in uno spazio lineare finito,
«Boll. UM.I.», (3) 17, 412-418 (1956).

[4] SEGRE B, Zectures on modern geometry, Roma, Cremonese, 1961.

[5] TALLINI G., Caratterizzasione grafica di certe superficie cubiche di Sa,q, Note I e 11, « Rend.
Acc. Naz. Lincei» (8), 26, 484-489 e 644648 (1958).



