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Matematica. — S ur les fam ilies contimtes de courbes. Nota I di 
T u d o r  Z a m f ir e s c o , presentata n  dal Corrisp. G. S c o r z a  D r a g o n i .

R iassunto . — In questa Nota è studiata la struttura di una famiglia di curve continua 
secondo Griinbaum [2]. Il risultato centrale assicura che se le curve di una tal famiglia 8 
non passano tutte per un medesimo punto, ogni curva di 2, eccettuatene al più tre, contiene 
sottoarchi costituiti da punti per i quali passano almeno tre curve della famiglia. Fra i lemmi 
che conducono al risultato, il terzo caratterizza l’aspetto assunto da £ nel caso che su due curve 
di « sia densoj’insieme dei punti che appartengono a una delie due curve e che appartengono 
soltanto a una o a due curve della famiglia.

Dans un recent travail [2], M. B. G riinbaum  a défini la notion de famille 
continue de courbes, en découvrant aussi plusieurs de leurs propriétés. Il 
s ’agit d ’une famille 8 d ’arcs de Jordan  ouverts satisfaisant aux conditions 
suivantes:

i° chaque courbe L e 8  est incluse (exceptant les extrém ités) dans la 
com posante bornée D de la com plém entaire d ’une courbe de Jordan  fermée C, 
ses extrém ités appartenan t à C;

2° chaque point p e C est l ’extrém ité d ’une et seulement d ’une courbe
L O ) ;

3° si L i , L2 G 8 sont deux courbes différentes, alors Li n  L2 est un 
seul point;

4° la courbe L  (p) dépend continùm ent de p eC.
Rem arquons que chacune des courbes de 8 est traversée par toutes 

les autres.
Cette notion est très féconde dans T étude de plusieurs families de droites 

associées à un corps convexe pian, comme par exemple les diam ètres essen- 
tiels [3], [4], les cordes d ivisant l ’aire en deux parties égales [6], les cordes 
divisant la frontière en deux arcs de longueurs égales. (Pour d ’autres exemples 
voir [1] et [7]).

Soit (8) l’ensemble des points de D par lesquels passent au moins n 
courbes de 8 et notons p a r — p  l ’extrém ité de L (p) différente de p. Evidem - 
m ent •— (— p) =  p  (voir les notations de [5]).

M. B. G riinbaum  a prouvé le résu ltat su ivant concernant une famille 
continue quelconque de courbes:

Toutes les courbes de la fam ille , avec une exception tout au plus , rencon- 
trent M3 (8).

Nous allons com pléter ici ce théorèm e par le suivant:
S i les courbes de la fam ille  8 rì ont p  as toutes un point commun (ne forment 

pas "une fascicule; voir la definition qui suit), alors sur toutes les courbes de 8,

.(*) Nella seduta del 13 maggio 1697.
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avec trois exceptions au p lus , il y  a c points de M3 (£). Plus précisément, 
sur chaqune de ces courbes il  existe un continu form e de c points de M3 (£).

Nous allons dém ontrer Passertion ci-dessus p ar Pinterm ediaire de quatre 
lemmes.

A van t de presenter la suite de lemmes il faut noter que nous entendrons 
par fascicule de courbes un sous-ensem ble m axim al de £, connexe et conte- 
nan t des courbes concurrentes (toutes ayan t un point commun). E n vertu de 
la condition 40 que £ doit satisfaire, tou t fascicule est compact. La frontière 
d ’un fascicule (dans la topologie de £) strictem ent inclus dans £ est constituée 
de deux courbes q u ’on appelle extremales:

LEMME i. -  S i  L i et L2 soni deux courbes de la fam ille  £ telles que
Li -— 'M3 (£) et L 2 — M3 (£) soient denses, alors L i et L2 appartiennent à
un fascicule de £.

Demonstration. -  Fixons d ’abord un sens sur la courbe C sur laquelle 
se trouvent les extrém ités des arcs de £. Soient p i , —  pi  les extrém ités de 
L i et p2, — p2 celles de L 2 . On peu t supposer que l’ordre de ces points 
sur C est p i , p2 , —pi  , —p z , lorsque C est parcourue dans le sens fixé. 
Définissons des relations d ’ordre sur L i, sur L2 et sur les arcs de C, notées 
(par abus) avec le mème symbole <  , de la m anière suivante: 

sur Li, ai <  bi si ai se trouve entre p i  et bi ;
sur L2, a% <  b2 si ai se trouve entre p% et ^2 ;
sur Tare A de C, as <  bs si as et bs sont rencontres dans cet ordre

lorsque A  est parcouru dans le sens fixé sur C.
L a notation a <  b signifiéra partou t a <  b ou a =  b.
Soit Ai Tare de C avec les extrém ités p+.et — p { et sur lequel p {<  — p{

( i = i , 2).
D ém ontrons que la fonction

/ :  A i - r { ^ i , — p i } -> L i

définie par f  (x) =  L i f i  L  (x), est m onotone (pas nécessairement strictem ent 
monotone). E n effet, si p a r contre Ton pouvait trouver trois points x  < y  < z 
sur A i — { p i , — pi}  tels que, par exemple, f  (x) < f  (z) < / ( y ) ,  alors, sui- 
vant le lemme 1 de G riinbaum  [2], chaque point situé sur L i entre f  (z) et 

/  (y ) appartiendrait à (au moins) deux courbes L  (u) et L  (v), avec x  < u  <  
< y  < v < z .  P ar conséquent, L i —  M3 (£) ne serait pas dense, ce qui est 
absurde.

Done la fonction /  et la fonction

g  : A2 —  { p 2, — 7>2}->L2

qui est définie de la mème m anière, sont monotones, disons croissantes (les 
autres trois situations se réduisent facilement à celle-ci).

Soit {q} =  L iD L2. Considérons le point t  sur Parc A iO  A2 ■— {p2 , —  pi} 
et les intersections { r }  =  L in L (^ )  et {^} =  L 2n L (^ ) .  E n  tenan t compte 
du fait que les fonctions f  et g  sont croissantes, il suit que q < r  sur L i et
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s < q  sur L2. D ’autre part, puisque — t e  C — Ai ■— A2 , la courbe L  (/) 
doit traverser Pare

A =  { x  € L1UL2 : pi < x  <  q ou q <  x  <  — p% }.

Soit k 6 A f i L  (/). Si k £ L i (le cas où ^ e L2 est analogue), alors, en vertu 
de la condition 30, k =  r. Puisque k <  q <  r, on a t =  q G L2, done, de 
nouveau en vertu de 30, q =  s et par suite r =  s =  q.

P ar consequent, toutes les courbes L (/) avec /  € A iO  A2 passent par q, 
c -à -d . que L i et L2 appartienent a un fascicule ayant q comme point commun.

L emme 2. — S i la fom ille  8 ri est pas elle—m èm eun  fascicule et si L  est 
une courbe de 8 telle que L*— M3 (8) soit dense, alors L n yappartient pas a Vinté­
ri eur d yun fascicule de 8.

Demonstration. -  N ’oublions pas le sens déjà fixe sur C et supposons 
q u ’on a p  <  — p  sur L  (j> et •— p  é tan t les extrém ités de L).

Supposons, par Pabsurde, q u ’il existe un arc A  de C tel que p  se trouve 
à Pintérieur de A  et

O L ( r ) ^ 0 .
x C - A

Considérons alors deux points a et b sur A  tels que-a. < p  <  b et notons par 
q le point com m un à toutes les courbes L  (x), avec x  e A.  Soit B Parc de C 
ayan t les extrém ités p  et — p  et sur lequel p <  ■— p.  Puisque 8 n ’est pas elle- 
mème un fascicule, il existe un point c sur B tel que b< c<  —  a et q € L  (c). 
II suit que r =fq,  où {r} =  L f i L  (^). Done, si h est la fonction analogue 
à /  definie à Paide de L  et de B, alors h (b) =  h (— a) k (c), d ’où h n ’est 
pas m onotone et L — M3 (8) n ’est pas dense, absurde.

E n utilisant les lemmes 1 et 2, on obtient aussitòt le
L emme 3. -  S i la famille 8 ri est pas elle-mème un fascicule et si 

L i et L2 sont deux courbes de 8 telles que L i —  M3 (8) et L2 —  M3 (8) soient 
denses, alors L i et L2 sont les courbes extrèmales d yun fascicule de L.

Passons m ain tenant à l’étude du cas où trois courbes de 8 ont dense l’in- 
tersection avec la com plém entaire de M3 (8).

Lemme 4. -  S i la fam ille  8 ri est pas elle-mème un fascicule et si L i,L 2 
et L3 sont trois courbes de 8 telles que L i ■— M3 (8), L2 — M3 (8) et L3 — M3 (8) 
soient denses, alors 8 est la reunion de trois fascicules ayant commes courbes 
extrèmales respectivement L i et L2 , L2 et L 3 , L3 et L i .

Demonstration. -  Soient L i =  L (pi), L2 =  L  (pf) et L3 =  L  (j>%) et sup­
posons que pi , p2 , p3 , — pi, ■— p2 , — pz sont rencontrés dans cet ordre 
lo rsqu’on parcourt C dans le sens fixé. Soit p i p j  Pare de C ayan t les extré­
m ités p; et pj  et sur lequel p { < pj .

Selon le lemme 3, 8 contient un fascicule f$i =  { 'L(p):  p e A } ,  où 
A =j Pi p2 ou A  =  ■— p\p<i- M ais si A =  •— pip2 , alors L3 serait intérieur à 
. $ i , j c e  qui n ’est pas possible en vertu du lemme 2, done A  — pi  p2.

On voit ensuite que 8 possède aussi les fascicules g 2 =  {L (p) : p £ pzpz } 
et $3 =  { L  (j>) : p  e — p z p i  }. En ajountant ici que g ì u  $2 U %z =  8, la 
dém onstration du lemme 4 est term inée,
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M aintenant nous possedons tous les resultats qui nous sont nécessaires 
pour établir le théorèm e annoncé.

En effet, supposons par l’absurde q u ’il existe quatre courbes L i , L2 , 
L3, L4 e ? telles que L ;n  M3 («) n ’inclut aucun contim i contenant plus d ’un 
point, c .-à -d . que L,- —  M3 (?) soient denses (i =  1 , 2 , 3 , 4 ) .  Alors, selon 
le lemme 4, £ est formée de trois fascicules ayan t L i et L 2, L 2 et L 3 , L3 
et L i comme paires de courbes extrèm ales. L a courbe L4 é tan t différente de 
L i , L2 et L 3 , doit ètre intérieure à l ’un des trois fascicules ci-dessus, ce qui 
contredit le lemme 2.
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