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Teoria delle probabilita. — Swr ['ergodicité des systémes & liaisons
complétes. Nota di M1uAIL C. BotrEz, presentata ) dal Socio B. SEGRE.

R1ASSUNTO. — Come generalizzazione della nozione di catena a legami completi &
stata recentemente introdotta quella di sistema a legami completi. Qui vengono istituite delle
relazioni fra tali sistemi e certi processi stazionari in senso largo, approfondendo lo studio
di un nuovo tipo di ergodicitd ad essi relativo.

1. Soient (X, &), (W,%) deux espaces mesurables et {u(-,x),x € X}
une famille d’applications de W dans soi-méme; posons u (-, 2®) =

w(-,x)o--ou(-,x1) pour tout x» = (x1, vy X=X, X;=X,
1<j<n€N*={1,2,---,%, ---}, et supposons que p]oulr tout 7 € N¥,
Ve, ona {(c,x");u(c;x™)eV}e® X F?, ou §M est la oc-algébre
correspondante a X™. Considérons une fonction réelle P définie sur Wx &,
telle que: 19 P (c; -) soit une probabilité sur § pour chaque ¢ €W, et
2° P (-, A) soit une fonction ®-mesurable pour chaque A €. D’aprés [7],
la fonction P et les applications {« (-, x)x € X}, jouissant des propriétés
mentionnées, définissent un systéme (aléatoire) & liaisons complétes O, Pour
chaque ¢ € W, il existe un espace de probabilité { Q, &, 8, } et une suite de
variables aléatoires {&,},en+ définies sur Q et & valeurs dans X, telle que
10 8,{E1€A}=P(c; A), et 20 8, {1 €AlEr, e,y — Pu(c; 27); A)
pour tour z € N*. 1=/=n

Soit maintenant 8 (W, %) I'espace des fonctions réelles ®-mesurables
définies sur W, et considérons l'opérateur (linéaire)

»

(1) U (@)= [ P(c; dx) g u(c;x))

X
défini dans & (W,%). Pour chaque » € N*, soit Py, (¢ ;-) la mesure sur §0»

définie par Py, (c; A®) :fP(c;dxl) c o Plu(e; 270); da,)  Auom (F1, o),
(m)
X
ot A€ §m et Aa0» est lindicateur de I'ensemble A™. Il en résulte que,
U® étant l'itéré d’ordre 7 de Popérateur U, pour chaque A eF™, e W,

on a U(n) P],m <£ 3 A(m)) == g)ot {(En+1 y " T En+m> € A(m) }

2. Le probléeme ergodique, par définition, concerne le comportement
asymptotique (z — oco) des itérés U™,

Soit donc T un type de convergence dans & (W,%) et S un sous—espace
linéaire (invariant pour U) de & (W,®); un systéme a liaisons complétes

(*) Nella seduta del 13 maggio 1967.

(1) Le «systéme a liaisons complétes » est une généralisation récente (voir [7]) de la
notion de « chaine & liaisons complétes », introduite en 1935 (voir [8], [2]).
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s’appelle T—fortement sémiergodique sur S, si pour tout ¢ €S, la suite de
fonctions mesurables { U"e }nen» est T-convergente vers un élément U% @€ S.
Si cet élément est une constante qui ne dépend que de ¢, le systéme s’appelle
fortement T—ergodique sur S. Une convergence dite « faible », peut étre intro-
duite suivant [12] en possant la condition que la suite « symétrisée» de la
suite { U” ¢}, ¢ n» converge-T vers O pour ¢ € S. De nouveaux types d’ergodi-
cité s’obtiennent aussi suivant les différentes méthodes de sommation de la
suite {U” ¢}, env, @€ S. (par exemple, la T—(sémi)-ergodicité au sens de
Cesaro, etc.). ,

Les chaines considerées dans [8], [6], [7] sont comprisent dans le cas
S=B(W,®)®, la T-convergence étant la convergence (uniforme) dans
la norme usuelle de B (W,%). Considérons maintenant les types d’ergodicité
définies & l'aide de différents sous—espaces de (W ,) et différents types de
convergence, a savoir: si la T—convergence est la convergence presque-siire
par rapport & une mesure A sur %, on aura une (sémi)—ergodicité presque-sire;
si cette convergence est une convergence en moyenne d’ordre p (1< p < oo)
par rapport a une mesure A sur %, pour laquelle U est une application
dans €7 (W,%,2) ®, on aura une (sémi)-ergodicité en moyenne d’ordre
p (1< p < o0); de telles mesures sont, par exemple, les mesures dites « sous—

invariantes » [11], définies par la relation fP(c;%fl (A)) A(de) < A(A) pour
W
tout A €, ot u, '(A) = {x;u(c;x) €A}

Le théoréme suivant établit la liaison entre les propriétés des systémes &
liaisons completes et certains processus stationnaires au sens large.

THEOREME 1. — Sozz U lopérateur attaché a un systéme a liaisons complé-
tes. S’il existe une mesure de probabilité (sous)—invariante N\, alors pour chaque
@ € 2(W,0 ), la suite de fonctions {U @}, e x« est un procéssus stationnaire
au sens large sur { W, A}

I1 en résulte que I’application des résultats obtenus dans la théorie générale
des suites d’opérateurs ([3], [5], etc.) et dans la théorie ergodique classique
(globale et ponctuelle — voir par exemple [4]), donne des conditions qui assu-
rent la sémi-ergodicité (presque-slre et en moyenne, simple ou au sens de
Cesaro) du systeme a liaisons complétes consideré.

THEOREME 2. — Soit U lopérateur attaché a un systéme a liaisons complétes,
\ une mesure de probabilité (sous)-invariante, et supposons de plus que pour
tout A, B €D, on ait suivant [11]

A

2) [HGTEONCE [ P (e s (A) M(de).

(2) B (W,%) est I’espace de Banach des fonctions réelles ®-mesurables définies sur W,
avec la norme usuelle [4]; £2 (W, , ) est 'espace des classes d’équivalence de fonctions
p-sommables par rapport a A [4]; C (W) est ’ensemble des fonctions continues sur W, sup-
posé espace de Hausdorff séparable compact ([4], voir aussi [9]).
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Sous ces conditions: le systéme a liaisons complétes considéré est sémi-ergodique
A-presque stirement sur B (W , V) et en moyenne d’ordre 2 par rapport & A
sur S2(W, W, N); la fonction limite est UT ¢ = v (¢ ;0), o v (9 ; df) est
la fonction spectrale du processus {U® ¢}, ene sur {W, D, L}, prise dans le
point t = o si la représentation spéctrale est prise sur [—w , 7t|; une condition
nécéssaive et sufisante pour que le systéme & liaisons complétes considéré soit
ergodique (\—presque siirement sur B (W , D) et en moyenne d’ordre 2 par
rapport a N sur S2(W, 0, A) est donc que v (¢ ; 0) dépende seulement (p.s.)de ®.

3. Sous les conditions qui assurent I'existence d’une mesure de probabi-
lité (sous)-invariante pour un systéme & liaisons complétes (voir [11]), on
peut déterminer effectivement la limite U ¢, dont seulement I’existence est
démontrée dans [8], [6], [7], & savoir:

THEOREME 3. — Sz existe une mesure de probabilité (sous)—invariante
pour un systéme a liaisons completes ergodigue sur B (W, D), la convergence
de la suite {U™ @}, e~ étant prise dans la norme de B (W, ), alors la limite
est U9 =v(p;0) au sens du théoréme 2.

Si 'on suppose que pour tout ¢ € C (W) [14], la famille de fonctions
{U(”)CP},,GN* est bornée et (quasi)-égal-continue, on obtient des résultats ana-
logues & ceux obtenus dans [9] pour les processus markoviens; cette condition
est vérifiée, par exemple, sous les hypotheses de [8].

4. A Paide du théoréme 1, on obtient une solution compléte du probléme
d’extrapolation (statistique) linéaire relatif au processus stationnaire {U®%}, ¢ y+
sur {W, A}

La méthode de [1] permet le développement d’une théorie ergodique
générale pour tout processus aléatoire discret. ‘
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