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Teoria delle probabilità, — Sur Vergodicìté des systèmes à liaisons 
completes. Nota di M ihail C. Botez, presentata (*} dal Socio B. S egre.

R iassunto. — Come generalizzazione della nozione di catena a legami completi è 
stata recentemente introdotta quella di sistema a legami completi. Qui vengono istituite delle 
relazioni fra tali sistemi e certi processi stazionari in senso largo, approfondendo lo studio 
di un nuovo tipo di ergodicità ad essi relativo.

1. Soient (X , £F) , (W , 6D) deux espaces m esurables et {u( -  , x) , x  e X }  
une famille d ’applications de W  dans sòi-m èm e ; posons u  (• , x {n)) =

n
u (• , x) o • . • o U (• , Xi) pour tou t x {n) =  (xi r  ■ - , xn) e X (w) =  Xy, Xy =  X,

j = 1

1 < j  <  n e N* — {1 , 2 , • • • , n , • • • }, et supposons que pour tou t n eN * 
V e 6!), on a { (c , x (n)) ; u (c ; x (n)) € V } e x  où cF(w) est la cr-algèbre
correspondante à X (A  Considérons une fonction réelle P définie sur W x ^ ,  
telle que: i° P (c ; •) soit une probabilité sur cF pour chaque c e W, et 
2° P ( - ,  A) soit une fonction ^ -m e su rab le  pour chaque A  e eF. D ’après [7], 
la fonction P et les applications { u ( -  ì x ) x e X } ì jouissant des propriétés 
m entionnées, définissent un système (aléatoire) à liaisons complètes ù). Pour 
chaque c e W, il existe un  espace de probabilité { Q , Si , o>c} et une suite de 
variables aléatoires { y Ke r  définies sur O et à valeurs dans X, telle que 
io ^ { ^ e A } =  P (c \ A), et 20 ■ { L +i eA  | & ,. • •, =  P (u(c ; *<">) ; A)
pour tour n e N*. i<J<*

Soit m ain tenant <§ (W , l’espace des fonctions réelles ^ -m esu rab les  
définies sur W, et considérons l’opérateur (linéaire)

r

(1) U<p(V) =  j P(c;dx)  (f>(u(c;x))
x

défìni dans & (W ,6!)). Pour chaque m  e N*, soit P1;OT (c ; •) la m esure sur 

définie par P,,m (V ; A « )  =  f  P (c ; dxi) ■ ■ • P (u (c ; *(»-») ; dxm) • xam O i , • ■ • ,0 ,

où A (w) e et xA{m) est l’indicateur de l’ensemble A im\  Il en résulte que, 
U (w) é tan t l’itéré d ’ordre n de l’opérateur U , pour chaque A (m)e F (m\  c e W, 
on a UW P lfW (c ; A « )  =  Sc { (L + i, • ■ <, € A «  }.

2. Le problèm e ergodique, p ar définition, concerne le com portem ent 
asym ptotique (n -> 00) des itérés IL A

Soit done T  un type de convergence dans & (W , SD) et S un sous-espace 
linéaiire (invariant pour U) de ^ ( W ,6!)); un système à liaisons complètes

(*) Nella seduta del 13 maggio 1967.
(1) Le «système à liaisons complètes» est une généralisation récente (voir [7]) de la 

notion de « chaìne à liaisons complètes», introduite en 1935 (voir [8], [2]).
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s’appelle T -fo rtem en t sémiergodique sur S, si pour tou t 9 e S, la suite de 
fonctions m esurables { U (w) 9 }n eN* est T -co n vergente vers un élém ent U°° 9G S. 
Si cet elem ent est une constante qui ne dépend que de 9, le système s’appelle 
fortem ent T -ergodique sur S. U ne convergence dite « faible », peut ètre in tro
d u ce  suivant [12] en possant la condition que la suite « sym étrisée » de la 
suite { 9 }nG n* converge-T  vers O pour 9 e S. De nouveaux types d ’ergodi-
cité s’obtiennent aussi su ivant les différentes méthodes de som m ation de la 
suite { U (w)9}aeN*, 9 € S. (par exemple, la T -(sém i)-ergodicité au sens de 
Cesaro, etc.).

Les chaìnes considerées dans [8], [6], [7] sont com prisent dans le cas 
S =  B (W , ^P) <2>, la T -convergence étan t la convergence (uniforme) dans 
la norm e usuelle de B (W ,6̂ ). Considérons m ain tenant les types d ’ergodicité 
définies à l’aide de différents sous-espaces de ^ ( W , 6̂ ) et différents types de 
convergence, à sa voir: si la T-convergence est la convergence presque-sure 
par rapport à une m esure X sur ^P, on aura une (sémi)-ergodicité presque-sure; 
si cette convergence est une convergence en m oyenne d ’ordre p  (1 <  p  <  00) 
par rapport à une m esure X sur 6P, pour laquelle U  est une application 
dans Slp (W , ^P, X) (2h on aura une (sémi)-ergodicité en m oyenne d ’ordre 
p  (1 <  p  <  00); de telles mesures sont, par exemple, les mesures dites « sous-

invariantes » [11], définies par la relation J  P (c ; u j 1 (A)) \(dc)  <  X(A) pour
w

tou t A e 6V, où u j l (A) =  {x  ; u (c ; x) eA } .
Le théorèm e su ivant établit la liaison entre les propriétés des systèmes à 

liaisons complètes et certains processus stationnaires au sens large.
THÉORÈME i. -  Soit U  / ’opérateur attaché à un système à liaisons complè

tes. SPI existe une mesure de probabilité (sous^-inv ari ante X, alors pour chaque 
9 6 £2 ( W , , X), la suite de fonctions { U ^9},* e  n* est un procéssus stationnaire
au sens large sur { W , ^  , X}.

Il en résulte que l’application des résultats obtenus dans la théorie générale 
des suites d ’opérateurs ([3], [5], etc.) et dans la théorie ergodique classique 
(globale et ponctuelle -  voir par exemple [4]), donne des conditions qui assu- 
ren t la sém i-ergodicité (presque-sure et en moyenne, simple où au sens de 
Cesaro) du système a liaisons complètes consideré.

Théorème 2. -  Soit U  / ’opérateur attaché à un système à liaisons complètes, 
X une mesure de probabilité (sous)-invariantey et supposons de plus que pour 
tout A  , B e sp, on ait suivant [ n ]

(2) j p (c ; «r1 .(B)) \(dc) =  J P ( c  ; uyl  *(A)) X (de).
A B

(2) B (W ,6V) est l’espace de Banach des fonctions réelles ^-mesurables définies sur W,
avec la norme usuelle [4]; £^ (W ,9t),X) est l’espace des classes d’équivalence de fonctions
/-som mables par rapport à X [4]; C (W) est l’ensemble des fonctions continues sur W, sup
pose espace de Hausdorff separable compact ([4], voir aussi [9]).



Sous ces conditions: le sy steme à liaisons completes consider è est sémi-ergodique 
presque surement sur B (W , 6P) et en moyenne d ’ordre 2 par rapport a X 

sur £2 (W , , X); la fonction limite est U°° 9 =  v (9 ; o), dà v (9 ; di) est
la fonction spectrale du processus {U (w)cp }„e ,N* sur {W , ^ , X}, prise dans le 
point t =  o si la representation spectrale est prise sur [—  re , ti:] ; une condition 
nécessaire et sujfisante pour que le système à liaisons completes considerò soit 
ergodique (f-presque surement sur B (W , ^  et en moyenne d ’ordre 2 par 
rapport à X sur £2 (W, ^  , X) est done que v (9 ; o) dipende seulement (p.s .) de 9.

3. Sous les conditions qui assurent l ’existence d ’une m esure de probabi- 
lité (sous)-invariante pour un système à liaisons complètes (voir [11]), on 
peut determ iner effectivement la limite U°°9, dont seulem ent l’existence est 
dém ontrée dans [8], [6], [7], à savoir:

ThÉORÈME 3. — S ’il existe une mesure de probabilità (sous)—invariante 
pour un système à liaisons complètes ergodique sur B (W , la convergence 
de la suite { U (n) 9 }n e n* étant prise dans la norme de B QN iGV)ì alors la limite 
est U°° 9 =  v (9 ; o) au sens du théorème 2.

Si. Ton suppose que pour tou t 9 G C (W) [14], la famille de fonctions 
{U (w)9}^e N* est bornée et (quasi)-égal-continue, on obtient des résultats an a
logues à ceux obtenus dans [9] pour les processus markoviens; cette condition 
est vérifiée, par exemple, sous les hypothèses de [8].

4. A  l’aide du théorèm e I, on obtient une solution complète du problèm e 
d ’extrapolation (statistique) linéaire relatif au processus stationnaire
sur { W  , , X}.

L a m éthode de [1] perm et le développem ent d ’une théorie ergodique 
générale pour tou t processus aléatoire discret.
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