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Meccanica. — Sulle piccole oscillazioni d i corde e travi elastiche. 
Nota II di G a e ta n o  C a r ic a to , presentata (*> dal Socio G. K r a l l .

Summary. — The study of the vibrations of strings and rods by means of Riemann’s 
method, which was begun in a previous paper, here is continued. Strings and rods with fixed 
motion at one end, and a known stress, or an inert body, or an elastic tie at the other, 
are considered in this paper.

I. In  una precedente N ota (L, ho studiato le piccole oscillazioni di corde 
e trav i elastiche, al venti un estremo con moto prescritto e l ’altro estremo libero, 
rette da u n ’equazione alle d eriva te1/parziali lineare, iperbolica, del tipo

(0  =

con lo scopo di precisare come, utilizzando opportunam ente il metodo di 
R iem ann, si possa ottenere, in modo semplice e d irettam ente in funzione dei 
dati, lo spostam ento del generico punto di ognuno dei corpi suddetti all’istante 
generico. Nella presente N ota considero gli stessi corpi, con gli stessi tipi di 
oscillazioni, am m etto ancora che ad un estremo sia prescritto il moto, m a 
suppongo che l’altro presenti una delle seguenti circostanze: a) la tensione 
sia una funzione assegnata; b) ad esso sia attaccato un  corpo inerte; c) sia 
soggetto a un  vincolo elastico. E  applicando il m etodo di R iem ann con 
gli stessi criteri adottati nella N ota I, preciso come debba essere com pletata 
la legge di composizione della soluzione, enunciata nella N ota I; tale legge 
fornisce soltanto per il caso a) u n ’espressione esplicita della soluzione. Per i 
casi b) e c) m i limito a supporre che le funzioni S (x) e fx (x) si riducano 
a due costanti, e m ostro come si possa esprimere, m ediante i dati, lo sposta­
m ento del punto  generico al generico istante.

2. I DATI E LE CONDIZIONI AGLI ESTREMI. -  Scritta l ’equazione indefi­
nita (1) nella form a

(O ' / ( * )
d2u

dt2

ci si propone di determ inare nella semistriscia E

o <  x  <  l  , /  >  o (E)

una soluzione della (1)' che soddisfi le condizioni iniziali

(2) u ( x  , 6 )  =  u0 0 )  , =  «0 (*) (o < x < l )

(*) Nella seduta del 13 maggio 1967.
(1) Sulle piccole oscillazioni di corde e travi elastiche. Nota I, « Rendiconti Accademia 

Naz. Lincei», 42, fase. 3 (1967). Nel seguito riferendomi a questa dirò brevemente « Nota I ».
(2) Si conservano tutte le notazioni della Nota I.
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e una delle seguenti coppie di condizioni agli estremi (3>, corrispondenti rispet­
tivam ente ai casi a), ò)> c):

(3) u

(4) u

(5) u

o , t ) - ^ ( t )  , ( | uj )x=/

o , t ) = K ( t )  , y p j x=l

0 . 0  =  ^ 00 . ( v L /

N « ,  fé (o) =  o]

—  h u  ( l , t) ,

uo (x), uo (x)y £ (t)y N (f) essendo funzioni assegnate, continue con la loro 
derivata prim a, h una costante elastica (positiva) e k  il rapporto  tra  la m assa 
M del punto m ateriale pesante applicato nell’estremo B di coordinata x  =  l  e

il valore che S (#) assume in B

3. L e g g e  d i  c o m p o s iz io n e  d e l l a  s o lu z i o n e  e  c a s o  0). -  Eseguita 
con l’ausilio delle due famiglie di curve caratteristiche della (1)',

X

t  db p  ix) =  cost. , p  (x) =  j  ~ ~ ,
b

la trasform azione di coordinate £ = - L ( t  —  p  (x)) , 7] =  — (t +  p  (x)), si pensi 
trado tto  il problem a nel corrispondente piano cartesiano rappresentativo 
(A , , 7]). Finché il punto Q =  ■(£ , yj) appartiene al triangolo T i lim itato
dalle rette

(6) 5 +  7] =  o  , 1 =  o  , r\ =  — P  ( /)  (T 1),

la relazione (5)

(7)
FR FR

1
2

—  cos n% 4- dv I (dw  —-\ .
-^ -C O S  ttY)J W  —  —  j ^ C O S  ^ 4  +  COS ^  +

4- ZWW (cos ̂  5 cos nr\) ds 0

<!* <?» li ^ 5-»
applicata al triangolo Q M N, ove M, N sono le intersezioni con l’asse \  +  7] =  .0

I  ̂ <?i.

delle curve caratteristiche condotte per Q, dà
N

(8) w (l ,ri) =  +  — — l^dri.;
M

(3) Cfr. G. Krall, Meccanica Tecnica delle vibrazioni, Zanichelli, Bologna, Parte II, 
cap. V il i ,  § 2, n. 2 e Cap. XIII, p. 6, n. 3.

(4) Cfr. figura in Nota I.
(5) Cfr. Nota I (17).
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e quindi nell’originario piano (A , x  , f), per il corrispondente punto Q s= (x  , t) 
contenuto nel triangolo Ti

(9) * =  o , t  -= p  (a:) , t :=  —  p ( x )  +  p  (/) (Ti),

indicate con v e : =5 2 | uq (x ) •— mo (x ) v  ̂ le trasform ate delle funzioni

v e 9, sussiste la form ula

N

(8)' «(*.*) =  y  t(«v)M +  M N1 — 7  f f j dx
M

con M == \q (p (x) -— t) , o] , N =  0*0 +  t) > °] , V (y)  rappresentando
la funzione inversa di y  =  p  (x). g»,  ̂ ĝ  ̂ g-1

Q uando si considera un punto Q =  (E, , 73) di S  esterno al triangolo Ti , per 
poter applicare la relazione (7) con domini R  non contenuti in 2 , occorre
eseguire il prolungam ento dei dati. Si supporrà senz’altro effettuato tale

dUprolungam ento come in N ota I, con la sola differenza che la funzione =

== —~  {^~  —  [cfr. N ota I, (16)] anche ora continua rispetto alla va­

riabile x  sulle rette ^±(2»+i)/> verifichi su queste rette le condizioni

(io) du \
dx )x *(2 n + l)l =  —  k ^ u + (l >t ) nel caso b)

(11) (— ) =  —  h u + ( l , t) nel caso c)
V \ d x  ) x = ± ( 2 n  +  l ) l  V J '

92 u
ove il segno + indica che le funzioni u (x , /), sono valutate sul bordo

della re tta  b corrispondente al bordo della re tta  b che l’osservatore vede a 
destra in figura.

Ciò posto, si po trà  utilizzare la (7) con gli stessi criteri usati in N ota I. 
Si scelga, per esempio, un punto Q — (E, , 7]) contenuto nel triangolo

Y ) - |  =  0 , , 71 =  3 P(}) \

i segmenti di caratteristiche condotte per esso, Q M , Q N  intersecano 1 uno<s> gù <s> ; g* g*
le rette b , a% , b% , uà , 5̂ e l’altro le rette a, b_ 1 , 2 , <£_3 , , £-5. Se si
pone (cfr. fig. contenuta in N ota I)

g* g* g» g» g? ~ .i-B_5 B— 3 B_x B B3 B5 N

l($) = T . [ / - /  +  / - ]  + / “ / + /
fi S_5 6_s S_, § Ss 6,

y d r i ,

B
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si ottiene

WQ =  +  3 ($) +  Se (A , 1) — à (A _2 , K) +  a  (À_4 , Ù) - f

+  Y (A2 , F) — y (A4 , R) — S (B_s , 0) +  8 (B_3 , L) — 8 (B_j , J) +

+  8 ( B , É ) ~ S ( B 3 ,H)  +  §(B:5i S)

e di conseguenza, per il punto Q . =  (x , t) corrispondente nel piano ( A , x ,  t), 
che appartiene al triangolo mistilineo

(12) x  =  o , t ^ p ( x ) + $ p ( l )  , t  =  — p ( x )  +  6 p ( I ) ,

si ha

j u  ( x , t) =  —  A  N m  +  (mv)nI +  3 (<p) +  a (A , I) —  a (A_2 , K) +

1 +  a ( A - i , U) — y (A2 , F) •— y (A4 , R) 8 (B -,, 0) +

( +  8(B._3, L) — 8 (B_!, J) +  8(B , E) — 8 (B3, H) +  8 (B5, S)

e inoltre

M ~ [ g ( p ( x ) — t ) , ù ]  , N =  \ q (p  (x) +  t) , o] ;

Aj-2bl • " ( A 2 ìli , o) , Ao =  A,

B±(2«+i) =  ( i  (2 n  1) l  , 0) , B =  Bi , u  ■ - 0 , 1 , 2 , . . . ;  

I = ( p . , t  —  p(x) )  , J =  (—  I , t — p ( x ) ~ p ( l ) ) ,

K == (— 2 f , t  —  p ( x )  —  2p( l ) )  , L  =  (r-3 . t , t ' -— p ( x )  —  3P(?)),  
U =  (— 4 /,Y — p (x )  —  4 / ( / ) ) ,

0  =  (— $ l , t  — P(x) — SPV))  ; E =  ( l , t  +  p(x)  — p(l)) ,
F =  (2 /  , t  +  p ( x )  —  2 p  (/)) ,

H  =  (3  ̂11 p  (a) • 3 P (0 ) > R  =  (4  ̂ P (x) ■— 4 ^  (0 ) 1
S =  (s l , t  +  p  (x) —  5 p  (/,)).

Quando si verifica il caso #), sussistono le condizioni (2) e (3); risu lta quindi 

{~$x]x=±&«+i)i =  ^  e Per Q appartenente al dominio (12) la (13) fornisce la 

formola risolutiva. In  particolare per N(Q  =  o gli integrali (15) sonò pulii e
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la (13) viene a coincidere con la formola risolutiva del problem a tra tta to  nella 
N ota I. Come si potrebbe costatare, per Q com unque posto in %  la legge 
di composizione della soluzione si ottiene « am pliando quella data  in N ota I 
con ragg iun ta , in corrispondenza alle intersezioni degli archi di caratteristiche 
QM , QN con le rette é±(2n+i) (n =  0 ,1  , 2 , • • •, b\ =- ti), degli integrali (15) 
presi col segno +  o col segno —  a seconda che n  sia pari o dispari ove [’indice 
è positivo, e a seconda che n  sia dispari o pari ove l’indice è negativo ».

M ediante la legge ora enunciata non si ottengono nei casi ti) e c) le forinole 
risolutive del problem a, perché nelle funzioni $, in v irtù  delle condizioni (io) 
o (11) viene a com parire la derivata seconda tem porale della funzione inco­
gnita u ( x  y t) o la funzione u (x , t) medesima.

4. D e t e r m in a z io n e  d e l l a  s o lu z i o n e  n e i  c a s i  ti) e c) p e r f ( x )  =  cost., 
k  (x) =  0. -  Si costaterà ora che la legge di composizione della soluzione, 
enunciata poc’anzi, perm ette ugualm ente di ottenere formole risolutive ele­
m entari del problem a nei casi ti) e c) se ci si lim ita a supporre f  (x) =  cost., 
h (x) =  0.

Infatti, posto in tal caso /  (x) =  V2, e avendosi

P ( X) =  Y  > v = I > 9 =  —  2Ù0(x) , ^ =  0 ,

Br+  2

j  J j dx  =  ° ’ (r  =  ±  1 , ± 2  , ± 3 , - • •). 
K

si cominci col prendere in esame un punto Q == (oc, t) di 21 contenuto nel trian ­
golo T2 di equazioni

(17) x - . l  V  t^ tz P L  , / = = - I ± £  (Ta).

In  base alla legge di composizione precisata nel n. precedente, si può scrivere 
allora

(18) u ( x , t) =  n z ( x , t )  + V J
0

avendo posto

n2( x , t )  =  ~  K ( x — Wt) —  u0(x  +  V*)] +  -Xr
l

/ ù0(x )dx
'x -V t

ÌE = t l — X

~~sr~

x-\-~Vt

J  il Q (x) dx +
/

+  £

(6) Cfr. Nota I, n. 5.
(7) Si osservi che £(/) e (/) sono da considerare identicamente nulle per t <  0.
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Poiché sulla re tta  b (x  = / )  sussiste F u n a  o l’altra delle condizioni 
[cfr. (io), ( i i ) ]

( r9) ( I f I - , = - k - w u+ *) > ( È L = ~ hu+ *>

a seconda che nel punto B sia attaccato un  carico inerte o sia imposto un vin­
colo elastico, indicando rispettivam ente con um, ue i due spostam enti, si trag ­
gono dalla (18) le due relazioni

f t
(20) u + ( l , t ) ^ n 2(l , t)  —  kv l ~ u + ( l j ) d t  , u t ( l , t ) = n 2( l, t)— h y  ( u t ( l , ì ) d l ,

e da queste, per derivazione (rispetto alla variabile f) seguono le equazioni 
differenziali

(2 1 ) dfi k v  dt — -£y

d t u t  { l , t) +  HSfut ( l , /) =  —  nt ( / , t )

da considerarsi nell’intervallo o <  /  <  ~  . Essendo note le condizioni iniziali, 
le due equazioni (21) forniscono due soluzioni, um2(t) , ue,2(t) m ediante le 
quali si ottengono dalla (18) le due formole risolutive, valide in T2,

(22)
?E

um(?c, t) =  n2 ( x , t) — kV j  —  um2 (f) di  ;
0

(x , 0  =  n2(x , t )  ■— b v j '  ue2(t) dì

(T2).

Sia ora Q •; ( . r , t) un  punto appartenente al triangolo T 3, di equazioni

(23>

(24)

l -}̂ X
X  =  o

3 l — x
V » ~ ’ " ~  V

Con tale scelta, posto

n%(x,t) =  —  — K  (x —  V*) +  u0 (x +  Vi1)]

- /  X + V i

(Ts).

2 V y* % (x) dx  +  j  u0 (x) dx
x -V t  l

+  U t ~ P ) + z ( t - ^ ) ~ z ( t  " + 2 /

si ha

(25) u (x ,  t) =  n z (x,  t) +  V  j
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con tK =■ t —  , tj ~  t  ' - . L a (25), a sua volta, tenendo contoV ’ ■ J ~  ~ v 
delle (io), ( i i ), dà luogo alle due formole

(26)

t (x , £) =  nd (x , /) —  /§V

(x  , /) =  (x , t) —

■32
3̂ utt ( l , I) tì7/

32,
372" (/, 2) di

E •;
J  u t  ( l , ì) — J u t  (l , V) d i

Si può subito osservare che essendo Q in T3, sussistono per ogni x  le 
limitazioni

(27) .2x < /  <  2/V ~  — v ° < / j <

2/

2(/ — *) 
V

e le soluzioni ( / ,  /) con t  nell’ inter vallo |o  , sono state già determ inate

nei due casi m ediante le (21). Si possono perciò scrivere le due formole riso­
lutive, per Q in T3,

(28) um(x  , /) =  ns (x , t) —  k V
e n

f  - C d 2
I 2 2 (0  ^  ~~  I »̂*2 (0  ^ (T3)

(29)
E ‘J

(* , t) =  nz (oc , t ) — AV | j 'ue2(l) d i  — J u e2 (l) (T3) .

Si passi al generico punto Q =  (x , t) del triangolo T4 di equazioni

3 l  —  x 3 1-+ *(30) ->• ' l  > t =  y  , v

in base alla legge di composizione della soluzione si ha 

u ( x } t) =  — [— uQ (x —  W ) -f- u0 (x - f  V/)] +

- /  x+V t

+ 2 V

(3 1 )

- j ù 0( x ) d x +  I ù 0(x )dx  r K{/- * ) — £(/•
x -V t  ‘ 31

+  q * -

v -V t

(2 l — x) 
V

(T .);

2 /  +  ̂  
V +

+  v £ U * + J ( £ L s - f f c L - ,
0 0 0

dt

Poiché per ogni ^  sussistono le relazióni

2%
(32) o < / H <  v

2(/:— *) ^  ^  2 /
v  ^  7  — v

2/  ^  2(/ +  )̂ 
V — Ê — V
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l’ultim o e il te rzu ltim o  integrale che compaiono nella formola (31) sono già 
calcolabili perché sono note nei due casi le rispettive funzioni ( / , / ) ,  u f  ( l , t)

con t  nell’intervallo • Ne segue che riferita la (31) al caso U) e scritta
nella form a

Ê
\ d 2(33) um (x  , t) =  nmi(x , t) — £V I - Jpu t ,  i l , /) d ì ,

2//V

ove nm4 (x , /) rappresenta tu tti i term ini già valutabili, si trae  da essa l’equa­
zione differenziale

(34) -jp Um (l , 0  +  -^y- ~fa Um (l , t) — -^y , t )

da considerarsi nell’intervallo , —  j . D etta ^ 4  (V) la soluzione della (34)

che soddisfa le condizioni iniziali assegnate, e sostituita nella (33) si ottiene 
la formola risolutiva, valida nel triangolo T4,

Ê
f  d 2(35) um (x , t )  =  nm i (x , t )  —  kV umt (?) di  (T4) .

2//V

In  modo analogo, per il caso c) si deduce la formola risolutiva, valida 
in T 4 ,

t*.

(36) ue (x  , t) =  ne 4 (x , t) —  JìV ue 4 (t) d t  .
2//V

È chiaro orm ai come si debba proseguire al crescere della grandezza della 
variabile tem porale. L a conoscenza delle formule risolutive per i due casi, 
relative al triangolo T 2n(Vz> 1) di equazioni

(2 n — i ) l  — x
V x  =  / (2 n — 1)/ +  x__ _ (T a.)

richiede la preventiva conoscenza delle soluzioni

_ (2 n—  3) l  x .
“  “V" X  =  o

nel triangolo T 2

_ (2n —'lì /•— x
— V

n—1 ^

(T „ - 0 .

Esempi .  —  I) Si supponga di avere nel caso b) (x) =  o , #0 (#)== o, e
la m assa inerte M applicata nell’estremo B enorm em ente grande rispetto ai 
valori che assum e per ogni valore di t  l’espressione

z ( 0 ' ^  É  (—  ( ? n +  i ) ^ - )  +  2  (— — ( 2 » — 1) ^- )

^  ( t) =  o  per t  <! o  , , sì che abbia senso porre k V  =  -— =• — 00 •

42. -  RENDICONTI 1967, Voi. XLII, fase. 5.
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Dalle equazioni differenziali (21), (34) e da tu tte  le analoghe che si otten­
gono al crescere di t, si trae allora per Testremo B la condizione

(37) utt ( l , t) =  o per k V  — 0 0  .

II) Si am m etta che nel caso b) per un periodo di tem po maggiore di 4 //V 
la funzione £ (t) sia del tipo £ (t ) — afi (a, costante positiva), e che le con­
dizioni iniziali siano u0 (x) =  o, ù0 (x) — o. Si vuol valutare agli istanti 
^  =  i —  ( i =  1 , 2 ,  3) il valore della pressione nell’estremo A  (x — o).

Lim itandosi dapprim a all’ intervallo o <  t <  //V si osservi che si ha 
[cfr. (20)^

t

n2 ( l , t )  =  o , u * ( l , t )  = —  £ V  I  - ^ - u m( l , t ) d t  per t  < ~ \
ò

dalla (2 i)x si trae  allora

(38) u i ( l , t )  =  O per 

L a (22) fornisce di conseguenza

(39) \um( x , f ) \ t=liV =  ^ ( l - x ?  ,
oUffi 2 d i
dx  *=0 =  ' ' V 2 '-V = //v

Per —  <  t  <  si ha n%(l ì t) =  2 a (t ■— — j e, posto y ( t )  =  , t),
l’equazione (21), in virtù delle condizioni iniziali y  (//V) = y r(ljV) =  o, am m ette 
la soluzione

(40) y ( t )  =  —  + 4 a k ( l + W Z ) — 4 a & V * e ^ ( v - t) j r 2 a(2 _ 4 a ^l_ + k v \ t .

Ne seguono, per il tram ite della (2Ó\

(41)
'cUyyi
dx (x,f) /=2//V

x
— ^ { l — x ) + 4 a k e ~ ^ — 4 a k dliyyi

dx x = 0
t =2//V

4 a l
~W'

Passando al dominio T4 [cfr. (30)], per valutare \um( x , t)]t=3iiv si ha, in base
alla (33).

y ( t )  =  2 a{t  — -^-J+fcV f  y " Q ) d t
0

- f y"( ì )d t+Jy"( i )d t
6 0

per 2l_
V

< / < 3l
V

con tu — t —  , tE = t ,  tj =  t —  —  , e la (34) d iventa y " +  -V y ' =  ~  {t — —)•

L a soluzione di questa equazione differenziale, che soddisfa le condizioni 
iniziali

y  (— ) =  2 al U f  -  2k\  +  4 V2 (1 -  M ,

y ' - f f i  =  4 a k V { e
l

W 2__ J I Aal
V  ’
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ha l’espressione

y ( t )  =  2 a l { —  +  2 /§) +  4 ak2 V* 

e la (33) fornisce

+  2 afi —  4 a -  +  k Y ) t ;

um ( x , t  ) *2 +
X 2

V 2
4 /y
v i . —  k V f y "  (0  dì  —  f  y "  (f) dì
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donde segue
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Se nelle precedenti formole si pone k =  o, ci si riduce ovviam ente al caso 
deU’estremo B libero; e si può verificare che nell’estremo A  (x =  o), in 
tal caso, la pressione oscilla con periodo 4 //V  tra  i valori o e 4 //V 2, nono­
stante la velocità dell’estremo medesimo risulti crescente <8>.

(8) Cfr. U. Puppini, Contributo allo studio delle azioni sismiche sugli edifici, Il «Moni­
tore tecnico » 22, 72, (1916).


