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Topologia. —  Sui fu n to r i omologici e coomologici. Nota* di G iu ­
liano  S or ani (*}, presentata (*** dal Corrisp. E . M a r t in e l l i.

SUMMARY. — Covariant and contravariant cohomological and homological sequences 
of functors are defined and some examples are studied. A notion of universality of such 
sequences is also discussed. One of the examples leads to the consideration of a cohomology 
theory, with coefficients in a sheaf on a special category, which does not satisfy the « dimen­
sion » axiom.

I. In  [1] D. Buchsbaum  ha introdotto le nozioni di successioni di funtori 
omologiche e coomologiche relativam ente ad un dato funtore come casi p arti­
colari di successioni connesse e, quando è il caso, di successioni universali di 
funtori. H a poi m ostrato che la successione dei gruppi di om otopia di Hurevicz 
di uno spazio è omologica rispetto al funtore Ei (B , F) =  librazioni con 
base B e fibra F  e che la successione dei gruppi di coomologia singolare, a 
coefficienti costanti, di uno spazio è coomologica rispetto al funtore E 2(B , F) =  
cofibrazioni con cobase B e cofibra F. Tali successioni sono anche universali 
rispetto a tali funtori.

In  questa N ota consideriam o altri esempi di tali successioni che, in vario 
modo, si diversificano dagli esempi consideration [1]. In  particolare esam inia­
mo alcune successioni di gruppi di omologia per le quali è possibile che la 
nozione di universalità sia più significativa di quella di esattezza. Ciò è sugge­
rito, ad esempio dalla successione dei gruppi di omologia di C ed i che è chia­
ram ente universale, dato che tali gruppi sono definiti come limiti induttivi, 
m a che, in generale, non è una successione esatta.

Dopo aver considerato, per un fissato spazio X, la clàssica successione 
dei g ruppi di coomologia a coefficienti in un  fascio, definiamo una nuova suc­
cessione {hn} di g ruppi di coomologia a coefficienti in un fascio su una p arti­
colare categoria. T ale successione è coomologica, esatta e, in condizioni abba­
stanza generali, universale; m a non si ha  necessariam ente k° (.X , F) ^  
s T ( X , F ) .  Ciò fornisce un esempio di una teoria di coomologia, a coefficienti 
in un fascio, che, in generale, non soddisfa Tassiom a di « dimensione ».

Dagli esempi che qui consideriam o appare opportuno poter distinguere 
fra i vari casi di successioni omologiche e coomologiche che sono compresi 
nelle definizioni di D. Buchsbaum . Ne diam o un  esempio al n. 5 senza pre­
tesa con ciò di esaurire lo studio di tu tti i casi possibili.

Infine osserviamo che, nel definire i funtori che intervengono, ci limitiamo 
a darne la  definizione sugli oggetti in quanto la loro definizione sui morfismi 
è sem pre del tu tto  ovvia.

Desidero ringraziare D. Buchsbaum  per alcune utili discussioni.

(*) The author was partially supported by N.S.F. grant G.P. 6003.
(**) Nella seduta del 13 maggio 1967.
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2. In  questo num ero richiam iam o alcune definizioni e risultati di D. Buch- 
sbaum  [ 1 ].

Se d  è una categoria si indica con £1° la categoria opposta. Se Si e cB sono 
due categorie si indica con (0t,cB) la categoria dei funtori da d a i .  Se A , B  
sono due oggetti della stessa categoria & si indica con (A , B )^ o semplicemente 
con (A,B) Tinsieme delle applicazioni da A  a B in 0L

Sia § una categoria con limiti diretti e h : & eB un funtore covariante. 
11 funtore naturale H : (cB , S) -» (0t, S) ha un aggiunto sinistro : (01, §)-> (cB, §). 
Ne segue che se 0  è una qualsiasi categoria esiste u n ’applicazione 00 : (0f, S) -> 

((0 , cB) , (0  , §)) che perm ette di definire un prodotto  tensore di due
funtori d).

Definizione 1. -  Per F  in (&, §) e T  in (0 , cB) si definisce F ® AT  =  (o (F) (T).
A nalogam ente se § ha limiti inversi, per F  in (01, S) e T  in (0 , cB) si può 

definire il funtore F  [x] hT.
Se ora h : 01 -> cB è un  funtore contravariante e si indica con h1 : 01 ->cB° 

il funtore covariante associato ad k g, per ogni funtore T  in (0°,eB) si 
indica con T  il suo opposto in (0 , eB°) si può definire un Horn genera­
lizzato.

Definizione 2. -  Per F  in (01, §) e T  in (0 °, eB) si definisce (T, F)h = F  \x_\vT .
Ciò stabilito si pongono le seguenti definizioni.
Definizione 3. -  Sia h : 01 -> eB un funtore covariante, $ una categoria 

con limiti d iretti e sia E un funtore in (0L,éB). U na  successione {F }̂ di funtori 
in (01, S) si dice coomologica rispetto ad  E se, per ogni ?§( c’è una trasform azione 
naturale Fn ® kF -> Fn+1.

U n a successione { Fn } coomologica rispetto ad E si dice universale r i­
spetto ad  E se, per ogni successione {U*} coomologica rispetto ad E e per 
ogni applicazione F° -> U°, esiste u n ’unica estensione Fn -> U w, per oghi n f 
tale che il diagram m a:

F”0 aE - ^ F k+1

U "® * E -----*U"+1

sia com m utativo.
Definizione 4. -  Sia h : 01 -* eB un funtore contravariante, S una cate­

goria con limiti inversi e sia E  un  funtore in (0^, eB). U n a  successione {F*} 
di funtori in (01, S) si dice omologica rispetto ad  E  se, per ogni n ) esiste una 
trasform azione naturale F„+i ( E ,F K) A.

U na successione { Fn} omologica rispetto ad E  si dice universale rispetto ad  
E; se, per ogni successione {U w} omologica rispetto ad E e per ogni applicazione

(l) co è la composizione del funtore g# e del funtore naturale

(8.$)“>((e.s)x®,  s) -  ((e. &), (e, s)).
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U o->Fo, esiste u n ’unica estensione U W-^ F „ , per ogni n , tale che il diagram m a:

U « + i-----> <E ,U „),

F» + l  ^ ( E j F „)h

sia com m utativo.
Se d  è una categoria abeliana, § la categoria dei gruppi abeliani e 

lS  =  ( d ° , @)+ la categoria dei funtori contravarianti additivi da £1 a §, si 
definisce, per F , G in (&, @)+ , il funtore { F , G } in (d° x  d , g)+ m ediante 
{ F, G } (A ,C) =  (F (A ) , G (C)). Si ha allora:

T e o r e m a  i .  -  Una successione { F n } è coomologica rispetto ad  E se e 
solo se, per ogni n, de una trasformazione naturale E -> { F n, F**+1}.

Gon le ovvie modifiche si ha poi:
T e o r e m a  2. -  Una successione { Fn } è omologica rispetto ad  E se e solo 

se, per ogni n, de una trasformazione naturale E -> { F n+Ì , F w}.

3. C am biando la varianza dei funtori E , F n, F n si possono considerare 
diverse nozioni di successioni omologiche e coomologiche alle quali la teoria 
generale può essere applicata. Al m om ento attuale la loro interpretazione non 
è sem pre chiara.

Ci sem bra perciò opportuno considerare altri esempi. Cominciamo col 
dare, in questo num ero, un  esempio di due successioni di funtori, una coomo­
logica e l’altra omologica rispetto allo stesso funtore.

Sia X uno spazio topologico. Consideriamo la categoria $  degli A -M oduli 
(nel senso di Godement) su un fissato fascio di anelli A  su X.

cf è una categoria abeliana.
Siano H * (X , F) i gruppi di coomologia di X a coefficienti nel fascio F e &  

e H * (X ,F )  i gruppi di omologia singolare di X a coefficienti nel fascio F 
definiti in [3]. H * (X ,- )  e H W(X ,~ )  sono funtori covarianti su

Consideriamo ora il funtore E x t1 su <F0 Xcf. U tilizzando i teorem i 1 e 2 
si hanno subito le seguenti proposizioni.

P r o p o s iz io n e  i .  — La successione { L L (X ,—)} di fun tori su & è una suc­
cessione coomologica rispetto àt funtore E x t1. Tale successione è universale 
rispetto allo stesso funtore.

Dimostrazione. — L ’esistenza delle trasform azioni naturali

E x t1 (H ” ( X , - )  , H ”"1"1 (X , - )}

segue dalla teoria generale della coomologia a coefficienti in un  fascio.
P e r m ostrare che la successione { H M( X , - ) }  è universale cominciamo 

con l’osservare che i g ruppi abeliani E x t” ( E , F) sono i valori dei funtori deri­
vati del funtore F  Horn (E , F) e che Horn (A , F) =  T (X , F). Ne segue 
che, per ogni n e per ogni F  e S’, H ” (X , F) =  E x t” (A , F). D ’altra parte  è 
noto che la successione {E x t” } è universale rispetto ad E x t1.
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Proposizione 2. - L a  successione { H n (X  , -)} d i fun to ri su § è una 
successione omologica rispetto al funtore  E x t1.

Dimostrazione. -  L ’esistenza delle trasform azioni naturali

E x t1 -> {PL+1 (X , - )  , H„ (X , - )}

è p rovata in [3].
È dubbio che la successione { H n (X , - )  } sia universale rispetto al funtore 

E x t1 senza particolari ipotesi su X.
Osservazione. — È  ovvio che se consideriamo la restrizione di E x t1 alla 

diagonale di si ottengono alcuni risultati per i valori dei funtori H*
e a coefficienti in un fissato fascio F  (in particolare a coefficienti costanti). 
M a come è naturale tali risultati sono banali.

4. Supponiam o ora che il fascio di anelli A  sia com m utativo. Nella cate­
goria delle successioni esatte corte di $  consideriamo la famiglia g delle suc­
cessioni tali che A  sia iniettivo rispetto ad esse. Il fascio A  sarà detto relativa- 
mente iniettivo. £ è la famiglia delle successioni esatte:

o —̂ E — Gr — F  —>■ o

tali che l’applicazione E x t1(F,A) -> E x t1 (G , A) sia un monomorfismo. Ne 
segue che, con ogni successione esatta, <S contiene la duale:

o -> F* G* -> E* -> o

dove, per ogni F  e F* == le m  ( F , A) e il fascio dei germ i di omomorfismi 
di A-^Moduli F  -> A. Siccome A è com m utativo F* 6 ef.

Per ogni n, H * (X ,- )  è un funtore in (3\, 0F) dove 0E è la categoria 
dei m oduli sull’anello r  =  F (X , A) [3].

H * (X .,F ) è, in modo naturale, un modulo su T. Quindi, per ogni n, 
anche H n (X , - )  è in (fr , 01è). Per ogni n definiamo il funtore hn (X , - )  da 
£ a 0tè mediante:

hn (X , F) =  H om r (H„ (X , F*) , H «(X  , F)).

Si ha banalm ente:
Proposizione 3. -  hn (X ,F )  — o per n >  1 se F  è fiacco.
Proposizione 4. -  La successione di fun tori { h n ( X , - ) }  è una succes­

sione coomologica rispetto al funtore  E x t1 definito come funtore d i estensioni 
nella classe ■&.

Dimostrazione. -  Siccome la successione {H n (X ,--)} è omologica rispetto 
ad E x t1 c’è u n ’applicazione r  : H n +1 (X , E*) H n (X , F*) e siccome la suc­
cessione { H ” (X , — ) } e coomologica rispetto ad E x t1 c’è u n ’ applicazione 
s : H n(X , F) -> FF +1 (X , E). È  facile vedere che si ha quindi u n ’applicazione:

Horn ( r , d) : hn (X , F) -> hn+l (X , E) 

e quindi una trasform azione naturale:
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Osservazione. -  L a proposizione precedente m ostra resistenza di una 
successione:

• • • -+ h"(X  , E) -> /T (X  , G) -+ kn(X , F) -+hn+1(X  , E) -> • • •

ed è una semplice verifica provare che tale successione è esatta.
E chiaro però che, in generale, i funtori F  -> T (X , F) e F  -> k° (X , F) 

—H om r (H0 (X , F*) , T (X , F)) non sono isomorfi. Q uindi gli hn forniscono 
una teoria di coomologia, a coefficienti in un fascio, che, in generale, non 
soddisfa l’assioma di « dimensione ».

Proposizione 5. -  Se il fascio A  è fiacco la successione {hn} è univer­
sale rispetto ad  E x t1 su

Dimostrazione. -  Osserviamo dapprim a che se A  e B sono relativa­
m ente iniettivi A  X B è relativam ente iniettivo e, per ogni insieme I il fascio 
A 1 è relativam ente inietti vo.

Ogni A -M odulo E si può immergere iniettivam ente in A Hom(E,A) xQ 
dove Q è un  A -M odulo iniettivo su §r.

Se ora A  è fiacco i funtori hn si annullano su A Hom(E,A) XQ, per n >  1, 
come è facile verificare in quanto  ogni A -M odulo  iniettivo è fiacco.

Siccome per ogni morfismo E F  nella classe £ si ha un diagram m a;

o E -> F 
Il |  

o _ , E ^ A H o m M x Q

ciò prova la proposizione.
Osservazione. -  L a proposizione precedente si applica in particolare al 

caso in cui il fascio di anelli A  è un fascio costante. Per esempio la successione 
{ hn} è universale se of è la categoria dei fasci di gruppi abeliani.

5. R iprendiam o ora le notazioni del n. 2 per considerare un cambio 
della varianza del funtore E (o dei funtori Fn, F„) al quale si è accennato 
nel n. 3.

Per F, G in (d  , @)+ è stato definito il funtore { F , G } in (d° x d  , @)+ 
come {F, G} (A , C) =  (F(A ) , G(C)). Se F ,G  sono in (d ° , §)+ il funtore 
{ F , G }  è in ( d x d ° , § ) + .

Per F , G in (d  , §)+ definiamo il funtore [F , G] in (d  X d° , §)+ m e­
diante [F , G] (A , C) =  (F(C) , G(A)). Se F , G sono in (d ° , §)+ il funtore 
[ F , G]  è in ( d ^ x d  ,@)+.

Sia J : d  X d° -> d° X d  (rispettivam ente J : d° X d  -> d  x d°) il funtore 
definito da J (A , C) == (C , A). Si ha in ogni caso [ F , G]  =  { F , G | -  J.

Senza spingerci a troppa generalità, ciò che è chiaram ente possibile, 
consideriam o le seguenti definizioni.

Definizione 5 - -  U na successione { F %} di funtori contravarianti su d  si 
dice coomologica covariante {contravariante) rispetto ad un funtore  E  su d ° x d  
(su d x  d°) se per ogni n esiste una trasform azione naturale E ->  {F**, F w+1} 
(rispettivam ente E  -> [Fn , F w+1]).
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Definizione 6. -  U n a  successione { Fn } di funtori covarianti su d  si 
dice omologica covariante ('contravariante) rispetto ad un funtore  E  su d  X £1° 
(su 61° X Si) se per ogni n esiste una trasform azione naturale E  { Fn+X , Fn } 
(rispettivam ente E [ F ^ +i , F w]).

T u tti gli esempi fin qui considerati sono successioni coomologiche o 
omologiche covarianti. D iam o ora due esempi di successioni contra varianti. 
£1 sarà la categoria degli spazi topologici con punto base e delle loro applica­
zioni continue.

Proposizione 6. -  La successione {Hn} dei g rupp i d i omologia singo­
lare, a coefficienti costanti, di uno spazio è una successione omologica contra­
variante rispetto al funtore  E2 (B , F). Tale successione e universale rispetto 
allo stesso funtore ,

Dimostrazione. -  U n  «m apping cone » B ~ -^  X può considerarsi, a meno di 
u n ’equivalenza omotopica, come una cofibrazione B -> X ^ F  con F  =  X ij/C B . 
A llora l’applicazione H w+1 (X U /C B ) -> H w (B) definisce una trasform azione 
naturale

E 2 ( B , F ) - > [ H , + 1 , H w] ( B , F ) .

L ’universalità della successione segue dal fatto che la sospensione induce 
un isomorfismo H n+i (2 X) ^  H n (X) e da considerazioni di cofinalità ana­
loghe a quelle usate nella dimostrazione della proposizione 5.

In  m odo del tu tto  simile si può provare:
Proposizione 7. -  La successione {tc }̂ dei gruppi d i coomotopia di uno 

spazio è una successione coomologica contravariante rispetto a l funtore  E i(B  , F). 
Tale successione è universale rispetto allo stesso funtore.
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