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Geometria differenziale. — Su una condizione necessaria per 
l ’esistenza globale di un campo di r—piani su una varietà differenzia- 
bilen . Nota di I da C attaneo G as pa ri ni , p re se n ta ta ^  dal Socio 
E. B om pi a n i .

S u m m a r y . — It is proved that if a Riemannian compact orientable manifold Vn (n =  2 m) 
admits a continuous global field of r^plams (r odd) (1 < r  <  n), the Eulero-Poincaré cha­
racteristic must be null. The result is obtained by means of A. Weil’s theorem employing 
a connection, studied by the author in previous papers, adapted to the r-planes distribution.

Il problem a di trovare condizioni affinché una varietà differenziabile 
com patta, am m etta uno o più campi di vettori ovunque continui e non nulli 
ovvero un campo di r-p ia n i porta alla considerazione delle classi caratte­
ristiche del fibrato tangente a V w. Questo genere di problem i può essere 
condotto per diverse strade: alcune seguono m etodi di pu ra  topologia alge­
brica (spazio classificante di un  gruppo G, quadrati di Steenrod, successioni 
di Gysin etc.) ù)j altre utilizzano anche strum enti di geom etria differenziale. 
E  quest’u ltim a la via seguita nel presente lavoro. In  esso ci si basa su un  teo­
rem a di A. W eil riguardante l’omomorfismo caratteristico di un  fibrato princi­
pale e su alcuni risultati ottenuti in mie Note precedenti [2] [3] [4] relativi 
alle connessioni ada tta te  a una stru ttu ra  quasi prodotto. Si ottengono per 
questa via classi caratteristiche che appartengono ad una sottoalgebra del­
l’algebra di coomologia a coefficienti reali della varietà V n e che si esprimono 
m ediante polinomi esterni di elementi della form a di cu rvatu ra adatta ta . Si 
arriva così al risultato seguente: « Condizione necessaria affinché una varietà 
V n di dimensione pari, riem anniana, com patta, orientabile am m etta una distri­
buzione di r -p ia n i orientabili con r  dispari è che la caratteristica di E ulero- 
Poincaré di V w sia nulla ».

Il teorem a, benché esprim a soltanto una condizione necessaria, contri­
buisce a m ettere in evidenza il significato dell’annullarsi dell’invariante topo­
logico costituito dalla caratteristica di E ulero-Poincaré. Esso m ostra altresì 
come la considerazione della connessione « ad a tta ta  » possa essere uno stru ­
m ento utile per la valutazione di invarianti topologici.

1. G -s tr u t tu r e  a s s o c ia te  a  un campo di r-PiANi. -  S ia V w una 
varietà differenziabile reale C°°, com patta, orientabile e do tata  di una stru t­
tu ra  riem anniana. Supponiam o definito su Y n un  campo continuo di piani (*) (**)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca matematica N. 1 
del C.N.R.

(**) Nella seduta del 13 maggio 1967.
(1) Per una chiara esposizione secondo questi punti di vista si veda ad esempio il corso 

C.I.M.E. settembre 1966, L’Aquila [7].
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tangenti orientabili a r  dimensioni, o, come diremo brevem ente, un campo 
continuo di r-p ian i. E chiaro che se r =  0 0  r '= n  tale campo esiste sempre. 
Se r  =|=s o , r  =j= n, resistenza di tale campo implica per V n una decomposizione 
del fibrato tangente nella somma di due sottospazi e quindi la  possibilità di 
una riduzione del gruppo strutturale.

Sia E  (V„) il fibrato principale dei riferim enti lineari. Ricordiam o che si 
chiam a G -s tru ttu ra  su V n un sottofibrato di E (Vn) avente come gruppo 
stru tturale un sottogruppo G di G L (V ,R ) . Si considereranno nel seguito 
G -s tru ttu re  con G ' =  SO (r) x  SO (n —  r) (1 <  r  <  n). SO (q) indica la com­
ponente connessa dell’identità del gruppo ortogonale agente su uno spazio 
lineare a q dim ensioni.

2. Richiamo s u l  teo rem a  d i A. W e il. -  Sia P (V * , G) un fibrato 
principale su Y n con G gruppo di Lie compatto e connesso.

Indichiam o con S (G) l’algebra delle forme m ultilineari sim metriche su g % 
algebra di Lie di G,

(I) F  (• • -X,-- • -X y • •) =  F  (• • -X y • -X f  • •) X; , Xy • • 6 g .

L ’operazione di prodotto definita in S (G) è quella che fa corrispondere ad 
una form a F  di grado k e ad una form a Y  di grado r  una form a di grado r  +  k 
così definita

«  <F T ) (x >’ " X » , )  -  y q h j l S F  (X,v • -X 4 ) T  ( x , ,+1. •

L a som m atoria è estesa a tu tte  le perm utazioni dei vettori X,- onde simmetriz- 
zare il prodotto.

Si consideri ora la sottoalgebra Is (G) degli elementi di S(G) invarianti 
per G; essa si identifica con l’algebra delle forme m ultilineari sim metriche 
su g  invarianti per l’azione del gruppo aggiunto

(3) F  (ad (a) X± - • - ad (a) X k) =  F (Xi. • • • X^) V ^ e G .

Indicata con A  (G) l ’algebra esterna di g* (duale di g \  ossia l’algebra delle 
forme di ogni grado invarian ti a sinistra, le forme di Is (G) rappresentano 
i cocicli' dell’algebra dt Weil W  (G) =  A (G)(x)S (G) rispetto al differenziale 
che estende a W  (G) il differenziale esterno ^  definito in A  (G) [ 1 ] [8].

Sia co una connessione definita su V„ e sia O la sua form a di curvatura. 
O h una 2-form a definita su ~Vn a valori in g. Sostituendo in F  (Xi- « -X^) 
a X f- la form a O, la funzione composta che ne risulta F ( O - - - D )  è una 
form a differenziale su V n di grado 2 k che si dim ostra essere chiusa in virtù 
dell’identità di Bianchi. Secondo la teoria di De R ham  essa definisce allora 
un  elemento dell’algebra di coomologia H* (Vn , R) di V„ a coefficienti reali. 
L a connessione co definisce quindi un omomorfismo k  di Is (G) in H *(V W, R)

(4) h: Is(G) e H 2k (Vn , R).

Il teorem a di A. Weil [1] [6] afferma che questo omomorfismo stabilito m e­
diante 1 ausilio della connessione e indipendente dalla scelta della connessione,
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E dunque un invariante della struttura fibrata P. L ’im magine di Is (G) m ediante 
questo omomorfismo è una sottoalgebra dell’algebra di coomologia H*(VW, R) 
dello spazio di base detta  sottoalgebra caratteristica della stru ttu ra  fibrata. 
I suoi elementi sono detti classi caratteristiche.

Se G è il gruppo SO (ri) le classi così determ inate sono le classi di Pontrj- 
agin il quale ha dato per prim o [12] [6] un insieme di forme differenziali che 
costituisce un  insieme completo di generatori. Se n =  2 m  tali forme sono

(5) ^  ~  f t i *2 A Q*a*3 A • * * A ft^L (s ~  1 , 2 , ■ • •, m 1)

(6) “  £*1- • in f t ’i H A ’ * ’ f t„ _ 1 in *

Come d ’ab itud ine indici ripetuti sottintendono sommazione; e,- ,• è il
simbolo di Kronecker: uguale a + 1  o — 1 a seconda che i±- • -in formi una 
perm utazione pari o dispari di 1 , 2 , • • •, n } altrim enti zero.

3. CASO DELLE G ' STRUTTURE. -  Per determ inare l’omomorfismo h 
che, come si è visto, dà luogo alle classi caratteristiche cercate, ci serviremo di 
una connessione ad a tta ta  che, essendo intrinsecam ente legata alla stru ttu ra  
del fibrato tangente a V „ , semplificherà la valutazione degli invarianti topo­
logici della s tru ttu ra  stessa.

A pplicando i risu ltati ottenuti nella m ia N ota precedente [2] al caso 
in cui la connessione ad a tta ta  sia riem anniana, si trovano per la form a di 
connessione co le condizioni seguenti

con ~  co22 — • ■ • =  u>nn =  o 
toas — =  O

< ° a p  +  w | 3 a —  O 

<*ts +  to st =  O

(L im itatam ente alla form a di connessione ad a tta ta  co e alla corrispondente 
form a di cu rvatu ra  Q valgono le convenzioni seguenti: a , (3 e ogni indice 
greco varia da 1 a r; t ì s e ogni indice latino minuscolo varia da r  +  1 a n\ 
R  , S e ogni indice latino maiuscolo varia da 1 a n).-

Come è noto [9], la forma di cu rvatu ra fi re la tiva alla connessione co 
è data  da una m atrice n x n  i cui elementi Q rs sono le 2-form e differenziali 
così definite

( 8 )  D r s  =  ^ 6j r s  +  “ r m A ^ m s  •

In  virtù  delle relazioni (7), le Qrs soddisfano alle condizioni seguenti

Q11 =  Q22 =  • • • =  Q„w — o 
Q<xj :=:= ftp  Q

f t x | 3  Q p a  = =  O

ft* +  f t /  ~  °-
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Osservazione i .

Notiam o che Ws =  o se è dispari, a causa della antisim m etria della 
m atrice O. Si hanno quindi forme non nulle solam ente per i gradi che sono 
m ultipli di 4. Indichiam o allora con p àk la classe caratteristica determ inata 
da W2k e con p  (G') la classe caratteristica totale.

Osserviamo che sia p  sia le p^k dipendono da Gr (r , n) (1 < r < n ) .

Osservazione 2.

Sem pre tenendo conto della definizione di classi caratteristiche p^k m e­
diante l’omomorfismo h individuato da una connessione diam o una dim ostra­
zione diretta  delle seguenti proprietà alle quali esse soddisfano:

Proprietà 1 : P roprietà di « natu ralità  ».

Se / ( / p  , /v  ) è un isomorfismo tra  due fibrati principali su V n P e P ' 
e p  (P) e p l (P ') sono le classi totali relative ai due fibrati P ' e P, si ha

/ vkA ( P ' ) = / ( P ) -

Per dim ostrarlo  com inciam o col ricordare che un isomorfismo /  tra  fibrati 
è definito da una coppia di applicazioni (/p  , /v  ) tali che 

a) il seguente diagram m a sia com m utativo:

p — ^ — ->p'

v„ /vK v;
7Z e T£f essendo le proiezioni canoniche in P e in P '; 

b) \/x  e V*

fpRn-'ix)) ~  - 1 (V) x ' = f x .

In  base alla definizione, /  induce un isomorfismo tra  le fibre sui punti corri­
spondenti e lascia allora invariati i campi di vettori verticali; /  lascia invariati 
anche i cam pi di vettori basici Y cioè

/Y *  — Yyé V * e P .

In fatti se w e R* e Y è il campo di vettori associato a w, cioè

& (Y,) =  w

(& essendo la 1-fo rm a su P a valori in R ;* definita da: $ (Yz) =  z ~ 1,nYz e z 
Pisomorfismo tra  R** e lo spazio tangente T  nel punto izz € V w : R w -> T ^ ) 
si ha

n l/ Y g = f n Y z ;

41, -  RENDICONTI 1967, Voi. XLII, fase. 5,
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ma, essendo

ne segue

izYz =  Z'W ,

7Zf/ Y z — f Z ' W

ossia

/ Y .  =  Y/s .

Cam pi di vettori verticali e campi di vettori basici restano invariati per / ;  
passando allora dai vettori alle forme si può dire che la form a di connessione 
e per conseguenza la form a di cu rvatura Q è invariante per / .  Si conclude 
che

/ * /  (P ') ^

Questa proprietà esprim e che la classe p  è un  funtore controvariante per le 
applicazioni isomorfe tra  fibrati.

In  particolare se / y  == id si ha

P  =  id e

a (p ') =  / ( p ) .

Proprietà 2 \ P roprietà di dualità di W hitney.

Se la fibra E, di un  fibrato si decompone nella som m a diretta di £ e y], 
il teorem a di dualità di W hitney esprime le relazioni tra  le classi caratteristiche 
dei tre  fibrati: (£VW) , (£VW) e (y]V„). Indicata con w  la classe totale di W hitney

w  00 =  1 +  ©  • • • +  ©

O  •<£) e H* (V„ Za) «/,- ©  6 H ' (V . , Za)) 

il teorem a di W hitney afferma che

w (K® f}) =  w  (£) Kjw (ri)

^ ( C © ^ ) =  2  wi CO U wj (ri),
*+J = k

L a dim ostrazione di questa proprietà è im m ediata per le classi di Pontrjagin 
definite m ediante le (5) (6), pur di utilizzare una form a di cu rvatura adattata .

Se la fibra si decompone infatti nella somma diretta  di £ e v) la m atrice 
della form a di cu rvatu ra  ada tta ta  si decompone in due blocchi e le classi carat­
teristiche p^k (£), in base alla definizione stessa si riducono al prodotto esterno 
delle classi caratteristiche di £ e r\. (Il prodotto esterno sostituisce naturalm ente 
il prodotto « cup » U che com pare nel teorem a di W hitney).

Come si è osservato a suo tem po, resistenza di un  campo di r-p ian i su 
una Vw riem anniana porta  all’esistenza su Y n di una G ' s tru ttu ra.
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Diam o allora il seguente
Teorem a: Sia  V n (n =  2 ni) una varietà riemanniana reale, compatta 

e orientabile. Se essa ammette una distribuzione di r-p iani orientabile con r  
dispari, la sua caratteristica di Eulero-Poincaré è nulla.

Si dim ostra infatti [6] che il valore della classe definita ; dalla forma

sul ciclo fondam entale yn di V n : j  Y n coincide con il valore della classe

tn
di W hitney w n su yn . Per una varietà riem anniana w H f n ~  f .  (x essendo la 
caratteristica di E ulero-Poincaré di Vn).

Introducendo su V n una connessione ad a tta ta  alla distribuzione di r-p ian i, 
ossia alla G -s tru ttu ra , si può vedere facilmente che Wn =  o se r  è dispari. 
In fatti ogni term ine della (6) è nullo o perché vi com pare un indice ripetuto 
o perché vi com pare un term ine con indici m isti del tipo Qa / . Segue allora 
che X =  Se r — i la condizione è notoriam ente anche sufficiente [13] (teo­
rem a di Hopf).

COROLLARIO: Se una varietà riemanniana V n orientabile E compatta'am­
mette una distribuzione continua di r-p iani orientabili con r dispari, essa am­
mette anche un campo continuo di vettori ovunque diverso da zero.
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