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Algebra. — Remarques sur [l'inverse genéralisée d'un produit
dé matrices. Nota di EmanoIiL ARGHIRIADE, presentata ) dal Socio
B. SEGRE.

R1ASSUNTO. — Si danno due tipi di condizioni necessarie e sufficienti affinché 'inversa
generalizzata del prodotto di due date matrici uguagli il prodotto delle inverse generalizzate
delle due matrici prese in ordine inverso.

1. Etant donnée une matrice A (p X 7) dont les élements sont des nombres
complexes, l'inverse généralisée de Moore-Penrose (brievement i.g.) [1], [2],
[31, [4], [5], [6], [7] est la solution unique du systeme

() AXA=A , XAX=X , AX)*=AX , XA*=XA

A¥ étant la matrice transposé et complexe conjuguée A* =A’; nous représen-
tons X (X p) par AP,

La relation
(2) (AB>(—1) — B(—l) A(—l)
n’est pas valable en général; on sait qu’elle est valable dans certains cas parti-
culiers [8; p. 1], [9; p. 246]: 1° une des matrices A ou B est unitaire;
20 B=A*; 30B =AY, 40 i pour les matrices A (pX7), B (rXx#%) on a
rang A = rang B = 7. Une condition suffisante, mais non nécessaire, a été
donnée par Ben Israel et A. Charnes [10; p. 433].

D. Dokovi¢ [11] a indiqué deux conditions géométriques qui, prises
ensemble, sont nécessaire et suffisantes pour que la formule (2) soit valable.

2. Un grand nombre de conditions nécessaires et suffisantes ont été donnée
par T.N.E. Greville [8] qui a considéré les relations suivantes:

(3) ACVABB*A* = BB*A* ; BB“VA*AB — A*AB,
(4) A"PABB*=BB*ATPA ; A*ABB"Y = BB VA*A,
( A“V ABB*A* ABB"" = BB*A*A

® | BB"PA*ABB* ATV A — A* ABB*

6 A“PAB =BABPAB ;  BBUPA* — A*AB (AB)Y,
(7) (I—BB"A*ABB™V =0 ; (I—A"PA)BB*A"VA =09,
® A“PABB"P = BB"PACPA

(I est la matrice unité et 6 la matrice nulle), et a démontré: la relation (2)
est valable si, et seulement si les deux relations (3) sont vérifides; il en est
de méme de (4), (5), (6), (7); la relation (8) est seulement nécessaire.

(*) Nella seduta del 13 maggio 1967.

40, — RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fasc. 5,
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3. Rappelons quelques résultats. Considérons les matrices

A (gxn) et B (nXp) et les espaces unitaires £, , £, , £,. Nous représentons
les opérateurs définis par ces matrices par les mémes lettres. L’opérateur B
applique £,— £, et A, £,— £,. Posons A = («,);, B=(B,)5. Pour x€ 2, ,y€2,
les images Bx , Ay, (AB)x forment dans €,,£,, 2, resp. les sous espaces
&K (B),Rk A),& (AB).

L’opérateur B* applique £,— £, et & (B¥) est le sous espace déterminé par
les colonnes de B*,¢ =Ppet---+Piye, G=1,--,7); e1, -+, ¢, étant
une base orthonormée dans £,.

L’espace nul (le noyaux) N (B) est un sous espace de £, détérminé par
les vecteurs x = x1e1 + - -+ x,¢, qui vérifient le systéme.

Birxr 4+ By, = O, G=1,-,m);
en tenant compte de 'expression du produit scalaire dans une base orthonor-
mée, cette relation peut s’ecrire (¢;,x) =0 (? =1, -, ), ce qui prouve que

& (B*) ] N (B). On a des relations analogués pour N (A), N (AB).

Nous avons les sommes orthogonales

Ln =& (AHON (A) = & (B)ON (BY),

N (A) L & (A% ;8 (B) LN (B9,
%, =8 (BYON(B) ; £ =% (A)ON (A%,
f (B%) | N (B) ;8 (A) LN (A9,

On sait — et cela se démontre facilement — que B determine une appli-
cation biunivoque de & (B*) sur & (B) et B* une application biunivoque de
& (B) sur & (B*); on a des relations analogues pour A ,A* et AB, (AB)*.

On sait [8; p. 518], [12; p. 445), [13; p. 680), [I1; p. 51] que BB
et BUY B sont les projecteurs orthogonaux de & (B) et & (B*) resp. Donc
pour x€ L, =>x=ux1+x2, 21€R (B¥), 22 € N (B), BV By = 4, Pour y€2,=
S>y=y+y2, y1€R(B),y2 €N (B¥). BB"Yy =19;. On a des relations
analogues pour & (A), & (A¥). ,

LEMME 1. — Etant données deux matrices quelcongques A et B, pour
lesquelles on peut effectuer le produit AB, on a

(9) rang BB* A* = rang A¥ AB = rang AB.
Nous avons
rang AB = rang (AB)* = rang B* A* > rang BB* A¥,
rang BB* A*> rang ABB* A* — rang AB (AB)* = rang AB;
donc rang BB* A* = rang AB; d’une maniére analogue on démontre que

rang A* AB = rang AB.
LEMME 2. — Dans les mémes hypothéses que précédemment, on a aussi

(11) : dimens [R (A*)N R (B)] < rangAB

Posons
c =& (ANNK (B).
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Nous avons les relations

K (AB) = (AB) £, = A (BL,) = A [& (B)]C& (A).
Puisque A [& (B)] = & (AB) et puisque 6 C & (B), il en résulte
(12) AcC& (AB)= dimens Ac < rang AB.

Mais on a aussi
(13) csC&RAY , AcC& (A);

et, comme A établit une correspondance biunivoque entre & (A*) et & (A),
on deduit de (13) en tenant compte de (12)

dimens ¢ = dimens Ac < rang AB.

4. T.N.E. Greville [8; p. 520] a démontré que si la premiére relation (3)
(14) ATV ABB*A* — BB* A*
est vérifide, alors & (A*) est un sous espace invariant de BB¥, donc
(15) BB* [ (AM)]C& (A*);
et, si la seconde relation (3)
(16) BBV A*AB = A*AB
est vérifiée alors & (B) est un sous espace invariant de A* A, donc
(17) | A*A [ (B)]C& (B).

Ainsi de (14) et (16) on déduit resp. (13) et (17). Remarquons que la
réciproque est aussi vraie. Supposon que (14) est vérified. Pour s¢€ L, ona
A*z € R (A*). Nous avons aussi, puisque A*z € R (A*) et en tenant compte
de (13),

BB* (A*)CR (A*) , =z€g,.

Comme AT A est le projecteur orthogonal de & (A*), tout vecteur de
& (A*) se projette en lui méme (AP ABB*A¥).z = (BB*A*) z pour tout
z€2,, dotr il résulte (14). De méme, de (17) il en résulte (16). Les deux rela-
tions (3) sont equivalentes resp. & (15) et (17).

5. Supposons que (15) est vérifide:
BB* [ (A¥)] = BB* [A*¢,] = (BB* A*) ¢, = & (BB* A®);
si (17) est vérifiée, on déduit d’une manitre analogue A* A [& (B)] = & (A* AB);
de sorte que les formules (15) et (17), donc aussi les formules (3), peuvent
s'écrive

(18) R (BB*A¥)CH (A% ; & (A*AB)C& (B).
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Mais on a evidemment
& (BB*A¥*) = (BB*A*) 2, = B [B*A* £,]C & (B).
Donc, si (15) est vérifiée, on a
R (BB*AXCR (A*) , & (BB*AXCH (B),
d’ou il résulte
K (BB*AX)CR (A*N&R (B).

Mais, d’apres les lemmes I et 2,

dimens & (BB* A*) = rang AB

dimens [& (A*)N& (B)] <rang AB,

et on déduit

& (BB*A*) = & (A¥)N & (B)

et, d’'une maniere analogue,

& (A* AB) = & (AN & (B)

et nous avons
(19) & (BB* A*) = & (A* AB).
Dong, si (2) est vériﬁée,’ on déduit les formules (15) et (17), ensuite les
formules (18) et finalement (19). Réciproquement, de (19) on déduit
BB*[# (AM]CR (A% 5 A*A[R (B)]C& (B)

donc les formules (135) et (17), et il en résulte (2).

THEOREME 1. — Etant données les matrices A et B pour lesquelles on
peut effectuer le produit AB, la relation (AB) ™V = BOVACY ot valable si
et seulement si la relation

(20) R (BB* A¥) = & (A* AB)

est vérifide
THEOREME 2. — Dans les mémes hypothéses que précédemment on a
(AB)(—D = BPAY & o seulement si

(21) rang (BB*A , A* AB) = rang BB*A* |,

la matrice du premier membre étant composée de deux cellules BB*A* et A*AB.

En effet, si (2) est vérifiée, on a la relation (20); et, comme & (A* AB)
est déterminé par les colonnes de A*AB, on déduit que ces colonnes sont des
combinaisons lineaires' des colonnes de BB* A*. Dans (21), on ajoute aux co-
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lonnes de BB* A* les colonnes de A* AB, qui en sont des combinaison linéaires,
et le rang de la matrice reste donc inchangé.

Réciproquement, si (21) est vérifiée, il en résulte que les colonnes de A* AB
sont des combinaisons linéaires des colonnes de BB*A; par conséquant:

% (A* AB)C & (BB* A%

et, en tenant compte du lemme 1, on déduit & (A* AB) = & (BB* A*). La rela-
tion (21) présente 'avantage de ne pas exiger le calcul préalable d’aucune i.g.

Evidemment, la relation (21) peut étre remplacée par la relation équiva-
lente

(22) rang (BB* A*, A* AB) = rang A* AB.

On vérifie comme il suit les quatre cas particulier ‘du nr. 1 pour lesquels
la formule (2) est vraie.

1° Si B est unitaire, BB* = E; les colonnes de :A*AB sont alors des
combinaisons linéaires des colonnes de A* et (21) est vérifide.

20 B = A¥*; alors BB* A* = A* AB.

30 B=A""; alors A*AB=A*AATD=A%et BB*A* ACDATEDAx
= AV [8; p. 518]; mais & [AT"] = & (A%), [10; p. 681], [12; p. 445]; done
les colonnes de A”™ sont des combinaisons linéaires des colonnes de A* et (21)
est vérifide.

4° Pour A (px7),B (rXn), les matrices BB¥* A* et A* AB sont des
matrices (7 X p) et (»x#), les deux de rang maximal 7.
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