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Matematica. — Una classe d i fibr azioni di uno spazio proiettivo. 
Nota di G ia n fr a n c o  P a n e l la  c\  presentata (M) dal Socio B. S e g r e .

Summary. — A characterization is given for fibrations of a projective space over a 
field, in the case when these fibrations define planes over Hall’s V — W systems.

F. Buekenhout [2] d) ha, recentemente, studiato i piani di traslazione 
che sono coordinatizzati da particolari quasicorpi di A ndré [1 ] ; più precisa- 
m ente, ha caratterizzato le fìbrazioni in rette di uno spazio proiettivo rela­
tive a piani di A ndré finiti e di caratteristica diversa da due. Q uell’autore ha 
osservato, inoltre, che la sua ricerca riguarda anche particolari piani di trasla ­
zione sopra quasicorpi di M arshall H all e ha posto il problem a di caratteriz­
zare graficam ente i piani di H all, senza ipotesi restrittive sulla caratteristica e 
sull’ordine del loro nucleo.

L a presente N ota è dedicata alla soluzione del problem a di F. Bueken­
hout. Si perviene al risultato m ediante una caratterizzazione delle librazioni 
Ih  rette di uno spazio proiettivo inerenti a un piano lineare sopra un campo 
(n. 1) e provando poi, al n. 2, che le librazioni ottenibili da queste con la 
costruzione in trodotta in [2] sono tu tte  e sole quelle associate ai piani di 
M arshall Hall.

1. Siano F  un campo e S3 (F) lo spazio proiettivo lineare tridim ensio­
nale sopra il campo F. U na  fibrazione di S3 (F) in rette (B. Segre, [5]) è 
un insieme di rette di S3 (F) tale che per ciascun punto dello spazio paàsa 
una e una sola re tta  dell’insieme. Se K è una fibrazione in rette dello S3 (F) 
e se si pensa S3 (F) come spazio im proprio dello spazio lineare alfine A4 (F) 
di dimensione quattro  sopra il campo F, è individuato il piano di traslazione 
tu  (K) inerente alla fibrazione K; tu (K) ha per punti i punti (propri) dello 
spazio A4 (F) e ha per rette i piani dello A4 (F) la cui giacitura appartiene 
a K. Il piano tu  (K) si dice associato alla fibrazione K.

Vogliamo, innanzitutto , caratterizzare i piani di traslazione associati a 
quelle particolari librazioni in rette di uno spazio proiettivo lineare sopra un 
campo F  che sono individuate con la seguente

D efin iz ion e  i: Una fibrazione in rette dello spazio proiettivo S3 (F), 
K, è una fibrazione l i n e a r e  se esistono un campo F' ampliamento quadra-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca n. 17 del Comitato 
per la Matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 13 maggio 1967.
(1) I numeri in [ ] rinviano alla bibliografia in fine.
(2) Una fibrazione in rette di uno spazio proiettivo è, secondo André, una congruenza 

di rette di quello spazio; per esigenze linguistiche, adotto qui la nomenclatura introdotta 
in [5].
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fico d i F  e una retta r di S3 (F ;) tali che, pensato il campo F  immerso in F ' e, 
in conseguenza, S3 (F) immerso in S3 (F '), siano verificate le seguenti condizioni'. 

i°  la retta r  non ha punti in S3 (F),
2° ciascuna retta della fibrazione K, ampliata allo S3 (F '), è incidente 

la retta r.
Nel seguito, indicherem o una fibrazione lineare con il simbolo K (F , F ;, r); 

il significato di tale notazione è chiarito dalla definizione precedente.
Ciò posto, proviam o il
LEMMA I: Siano F  un campo e K (F , F ;, r) una fibrazione lineare dello 

spazio proiettivo S3 (F). I l  piano di traslazione associato alla fibrazione lineare 
K (F , F ', r) e i l  piano lineare sopra il  campo Fb

Dimostrazione: Il modello del piano tu [K (F , F ', r)] che ha come soste­
gno lo spazio affine lineare A4 (F) è definito a meno di affinità di quello 
spazio; non è, quindi, restrittivo supporre che tre rette prescelte arb itra ria­
m ente in K (F , F ', r) abbiano, rispettivam ente, equazioni x\ ~  %2 =  o , 
Vi — y2 ~  o , y i — x± =  y 2 ■— X2 =  o, essendo (x± , X2 , y i  , yl)  coordinate proiet­
tive in S3 (F). r  ha, allora, equazioni ky% — y  1 =  kx2 —  x\ =  o, con k elemento 
di F '— F. C iascuna re tta  di K (F , F ', r), diversa dalla x± =  X2 =  o, incontra 
il piano X2 — o in uno e in un sol punto di coordinate (1 , o , a , b )  a , b e F ,  
e ha, quindi, equazioni.

 ̂ | y i  =  axi f i  f  f i  , b ) x 2
\  y 2 =  bxi +  g  (a , b) X2

e, al variare della re tta  in K (F , F;, r), f  e g  sono applicazioni di F X F 
in F, poiché per ogni punto del piano X2 =  o passa una re tta  di K (F, F;, r). 
L ’incidenza della re tta  (1) con la re tta  r  è espressa dalla condizione bid1 -f- 
+  (g (a , b) —  a) k  ■— /  (a , b) =  o; perciò il polinomio bx% 4- (g (a , b) —  a) x  
— /  (a , b) è annullato, per ogni scelta di a e b in F, dall’elemento k di F'— F. 
Ciò implica, per b =  o , f  (a , o) =  o e g  (a , o) ~  a, per ogni elemento a di F; 
se, invece, b =j= o devono esistere due elementi c e d  di F tali che risulti 
c =  (g f i  , b) —  d) b~x e d  =  f  f i  , b) b“1 per ogni scelta di a , ò, con b =}= o, 
in F e il polinomio x 2 f i  ex —  d  deve essere irriducibile in F [x]. Ne segue 
che le ap p licaz io n i/ e g  sono definite dalle uguaglianze/  f i  , b) =  db , g  f i  , b) =  
■= a f i  cb. U n  risultato stabilito in [4] (Proposizione II, p. 46) perm ette, a 
questo punto, di affermare che se si pone f i  , b) f i  f i r, b’) =  f i  f i  a', b f i  b’) 
e f i  , b) ( f i , b') =  f i a ’ f i  f  f i  , b) b’ , ba’ f i  g  f i   ̂ b) b'), essendo f i  , b) , f i ' , b') 
elementi arb itrari di F X F, si dota l ’insieme F x  F di una s tru ttu ra  di quasi 
corpo e che tale quasicorpo J coordinatizza il piano 7u [K (F , F', r)]. L a 
particolare stru ttu ra  delle applicazioni f  e g  com porta che J è isomorfo al 
campo F  (— k) e, quindi, al campo F '. Il lem m a I è, così, dim ostrato.

Osservazione / :  Se il campo F' è estensione separabile di F, il lemma I 
è un  semplice corollario di risultati generali stabiliti in [5]. In  tal caso, 
infatti, una fibrazione lineare rien tra  tra  le fibrazioni proiettive che in [5] sono 
dette sistemi grafici elementari; precisam ente, tra  quelle indicate, a pag. 58, 
con S 2j2- Si verifica, inoltre, im m ediatam ente che il lem m a I è invertibile;
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ossia, che il piano affine sopra una estensione quadratica di un  campo F  è 
associato a una fìbrazione lineare dello spazio proiettivo S3 (F). Si osservi, 
infine, che la condizione [F 7 : F] =  2 non è in tervenuta in m aniera essen­
ziale nella prova del lem m a I; essa è servita solam ente per concludere che 
il campo F (■— k) risu lta isomorfo al campo F 7. Si potrebbe, quindi, elim inare 
quella condizione nella definizione 1 sostituendo, nel seguito, al campo F 7 il 
suo sottocam po F  (— k).

Considerata, ora, una qualunque fìbrazione lineare K (F , F 7 , r) dello 
spazio proiettivo S3 (F), proviam o il

LEMMA 11 : Esiste una quadri ca Q * che verifica la seguente c o n d i z i o n e  
(a): Q e non specializzata, è rigata in S3 (F) e un suo regolo è costituito da 
rette della fìbrazione lineare K  (F , F 7, r).

Dimostrazione'. Il lem m a ha carattere proiettivo; possiamo, perciò, sup­
porre che la fìbrazione lineare K (F , F 7, r) sia costituita dalle rette (1), 
con f  (a , b) =  db e g  (a , b) =  a +  bc, e dalla re tta  x \  — x% =  o. Le rette (1) 
definite ponendo b =  o appartengono alla quadrica Q \x \ y2  —  x^y i  =  o e, 
con ia  re tta  x± =  x% =  o, esauriscono, in S3 (F), un  regolo di quella quadrica, 
che risulta non specializzata.

In  relazione a quadriche descritte da rette di una fìbrazione lineare, sussi­
ste il

Lemma III : Sia  K ( F  , F 7, r) una fìbrazione lineare dello spazio proiet­
tivo S3 (F) e siano Q e Q 7 due quadriche d i quello spazio verificanti, ciascuna, 
la condizione (a) introdotta nelVenunciato del lemma IL  Esiste una omo­
grafia dello S3 (F) che fissa la fìbrazione lineare K (F , F ' , f ) e  che trasforma 
la quadrica Q nella quadrica Q 7.

Dimostrazione'. Poiché anche questo lemma ha carattere proiettivo, pos­
siamo supporre, al solito, che la fìbrazione lineare K  (F , F 7 , r) sia costituita 
dalle rette (1), con f  (a , b) =  bd e g  (a , b) — a +  cb, e dalla re tta  x\ ~  X2 =  o. 
Sia A2 (F 7) il piano lineare affine sopra il campo F 7. L ’identificazione di 
F 7 con F  (■— k) (kz +  ck —  d  — o), messa in evidenza al term ine della dim o­
strazione del lem m a I, ci perm ette di scrivere ogni punto (x , y) di A2 (F 7) 
ponendo x  — x\  +  X2 (—  k) , y  — y i  +  y% (— k) (x± , x% , y i , y% e F) e l’iden­
tificazione di A2 (F 7) con il suo modello definito in A4 (F) dalla fìbrazione 
lineare K (F , F 7 , r) si realizza con l’applicazione (x , y) -> (xi , x% , y i , yf). 
In  ta le  applicazione ai pun ti di una re tta  di A2 (F 7) sono associati tu tti e 
soli i punti di un piano di A4 (F) la cui g iacitura appartiene alla fìbra­
zione lineare K (F  , F 7, r). Il gruppo co delle affinità di A2 (F 7) si riflette in 
un gruppo di affinità di A4 (F) •il quale induce nello spazio im proprio S3 (F) 
di A4 (F), cui appartiene la fìbrazione lineare K  (F , F 7, r), un  gruppo Q 
di omografìe costituito da tu tte  e sole le omografie di S3 (F) che mantengono 
fissa la fìbrazione lineare K (F , F 7, r). Poiché co è transitivo sulle terne di 
punti (distinti) della re tta  im propria di A2 (F 7), Q risulta transitivo sulle 
terne di rette (distinte) della fìbrazione lineare K  (F  , F 7, r). Q uesta consta­
tazione; perm ette di stabilire im m ediatam ente il lemma, osservando che la 
quadrica Q (Q7) è ind iv iduata da tre sue rette appartenenti a K  (F, F 7, r).
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2. I lemmi stabiliti al n. 1 ci perm ettono di affrontare il problem a cui 
questo lavoro è dedicato. Per iniziare la discussione, introdurrem o particolari 
librazioni in rette dello spazio proiettivo S3 (F) lineare tridim ensionale sopra 
un campo F  che, come proverem o, sono tu tte  e sole le fibrazioni associate a 
piani di traslazione di M arshall Hall.

Siano, perciò, K (F , F ', r) una fìbrazione lineare dello S3 (F) e 'or (K) 
un insieme di quadriche di quello spazio che verifichi le seguenti condizioni: 

condizione (a): ciascuna quadrica di cr (K) è non specializzata, è 
rigata in S3 (F) e un  suo regolo è costituito da rette della fìbrazione lineare 
K (F , F ', r);

condizione ((3): se Q , Q ' sono due quadriche di g (K) risulta, in S3 (F),
Q n Q '  =  0 .

U sufruendo delle notazioni or ora introdotte, poniam o la seguente
D efin iz ion e  2: Siano K (F , F ', f)  una fìbrazione lineare d i S3 (F) e 

g (K) un insieme di quadriche di quello spazio che, in relazione a K  (F , F ', r), 
verifichi le condizioni (oc) e ((3). Una fìbrazione semi-lineare d i S3 (F) si ottiene 
da K (F, F ', r )  e fa  g (K) sostituendo le rette d i K (F, F ', r) che appartengono 
alle quadriche d i g (K) con le rette degli ulteriori regoli d i quelle quadriche. 
Una fìbrazione semi-lineare è di tipo uno se g (K) contiene una sola quadrica.

Si osservi che il lem m a II assicura che è possibile, a partire  da una 
qualunque fìbrazione lineare K (F , F ', r), costruire una fìbrazione semi­
lineare di tipo uno.

Possiamo, ormai, provare il
Teorema: Sia  H (K , Q) una fìbrazione semi-lineare d i tipo uno dello 

spazio proiettivo S3 (F), e i l  campo F  abbia ordine diverso da due. I l  piano di 
traslazione tu [H (K  , Q)] associato alla fìbrazione H (K , Q) è un  piano di 
M arshall H all (ossia, un piano coordinatizzabile mediante un quasicorpo di 
M arshall Hall).

Dimostrazione'. Sia K (F , F ', r )  la fìbrazione lineare dello spazio proiet­
tivo S3 (F) che, secondo la definizione 2, perm ette di ottenere la fìbrazione 
sem i-lineare H (K , Q), usufruendo della quadrica Q di S3 (F). L a defini­
zione del piano tu [H (K , Q)] ha carattere proiettivo; possiamo, ancora una 
volta, supporre che K (F , F ', r )  sia costituita dalle rette (1) del n. 1, con 

/  (a , b) =  db e g  (a , ò) =  a +  cb, e dalla re tta  x\ =  x 2 =  o. Le rètte (1) 
individuate da b =  o, con la re tta  x± =  X2 =  o, costituiscono un  regolo della 
quadrica Q ' di equazione y 2 —  x 2y i  =  o e  appartengono alla fìbrazione lineare 
K (F  , F ', r). In  virtù  del lem m a II I ,  esiste u n ’omografia dello S3 (F) che 
fissa la fìbrazione K (F  , -F', r )  e che trasform a la quadrica Q nella quadrica 
Q f. T rasform ata con tale omografia, la fìbrazione sem i-lineare di tipo uno 
H (K  , Q) risulta costituita da tu tte  e sole le rette dello S3 (F) che hanno 
equazioni

a )
y i  =  ax 1 +  bdx2 

y 2 =  bx\ +  (a +  cb) Xì
(II) | * 2 =

( y2 =  ayi
(III)

Xl — o

y i  =  o

essendo a , b elementi di F  e risultando b o.
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Si verifica facilmente che l ’omografia (xi , x z , y i ,  vi) (xx , y 1 , ar2 , yi)  
dello S3 (F) trasform a le precedenti rette nelle rette

(F) | y i =  a'Xl —  cd~x a* — d - ^ b ’-^x 2 | y ± =  axi j x± =  o
\ y 2 ~  b 'x\ +  (cd~1 ■— a') X2 ( y 2 =  ax2 \ X2 =  o

ottenendosi (I)' da (I) con le relazioni a '=  —  ab~l b' =  b — (a +bc) ab_1 d ”1,
e che 1 applicazione k  : F X  (F —  {o}) - > F x  (F-— {o }) definita ponendo 
h (a , b) =  (a , b ) e biiettiva. Posto, se a , b sono elementi arb itrari del 
campo F  , / '  (a , o) =  o , g f (a , o) =  a , f  (a , b) =  —  (ffi— c d ^ a  —  d ^ )  b~i 
se b o , g ' (a , b) =  cd~x —  a se b =J= o, le rette

( y i =  axi + f  (a , b)
| =  bxi + g r (a , b) X2

costituiscono, quindi, al variare di a , b in F, insieme con la re tta  x\ =  X2 "  o, 
la fibrazione sem i-lineare di tipo uno H (K , Q). Poiché risulta f  (o , o) =  
~ f r C1 > °) = g r (o , o) =  o e g' (1 , o) =  1 si può affermare, per quanto stabilito 
in [4] (Proposizione II, p. 46), che ponendo (a , b) +  (a" , b") =  (a +  a”, b +  b") 
e (a , b) (a"y bn) — (aan +  f  (a , b) b" , ba” +  g r (a , b) b") (con a , b , a", b" 
elementi arb itrari del campo F) si dota l’insieme F  X F  di una s tru ttu ra  di 
quasicorpo e che tale quasicorpo coordinatizza il piano di traslazione asso­
ciato alla fibrazione sem i-lineare H (K , Q). Quel quasicorpo è, per definizione 
(cfr. [3], p. 172), il quasicorpo di M arshall Hall costruito a partire  dal 
campo F  e dal polinomio x 2 —  cd~xx  — d ~1, polinomio che ha i coefficienti 
in F  ed è irriducibile in F  [x], per la supposta irriducibilità in F  [x] del 
polinomio x 2 +  ex —  d. Il teorem a è, così, com pletam ente dim ostrato.

Osservazione. / / :  Si verifica facilmente, usufruendo delle argom entazioni 
svolte in [3], che il teorem a precedente è invertibile. Ossia, un  piano di trasla­
zione è un piano di M arshall H all se, e solo se, la congruenza ad esso asso­
ciata nel senso di A ndré [1] è una fibrazione sem i-lineare di tipo uno di uno 
spazio proiettivo tridim ensionale lineare sopra un campo di ordine m aggiore 
di due. Se il campo F  ha ordine due ogni fibrazione sem i-lineare di tipo uno 
dello S3 (F) è una fibrazione lineare.
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