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Fisica matematica. — Ancora sul teovema di Poynting e sul tensore
energetico. Nota di ALDO BrEssAN, - presentata @ dal Socio D. GRAFFI.

SUMMARY. — The author proves a uniqueness theorem concerning the electromagnetic
energy tensor Eaa , he compares it with another uniqueness theorem by him; moreover he cor-

rects an error in the equalities (14) of his work [2]. This error has no influence on the re-
mainder of the same work.

I. In questa breve Nota dimostro un teorema di unicitd che inverte un
teorema considerato nella mia precedente Nota [2], e lo confronto con un altro
teorema di unicita dimostrato in [4]; inoltre correggo una svista insita nelle
posizioni [2 (14)] della pubblicazione [2], la quale non ha ripercussione
alcuna sul resto della pubblicazione stessa.

Al suddetto scopo comincio col presupporre, in tutta la presente Nota,
la [2] e in particolare il simbolismo ivi usato; inoltre ricordo che mediante
le suaccennate posizioni [2 (14)] si introducono due tensori energetici simme-
trici sEgg ed 3E%g (del campo elettromagnetico) per i quali si afferma la validita
delle relazioni [2 (15)] di carattere energetico:

(1) u* 2E* 8= E* J, + /%dsA\[Ds , u” 3E:ﬁ B = E*J, + £ds\]Ds, ove
(2) dor=E,D,n*+H,D,p* ,dsh=E,D=n*+ H,D*pe

A causa di una banale svista in esse si ¢ erroneamente scritto il termine
— 2 E(, Bgy dove si sarebbe dovuto porre l'espressione — E, Ez — B, Bg.
Quindi per [2 (8)1,2] si pud scrivere, in luogo di [2 (14)],

<3) a[3 =W (% u3 + ga%) + 2 05[3) — E(a DB) H(a Bﬁ) )
3—411[3 W(% %B_l_ga%)—]_”(a E E3—_H H

(ove 8, & il vettore di Poynting e 2 W = EY Ev 4 H, Hv). ®

Si noti che 2E,3 differisce dalla simmetrizzazione completa del tensore
di Abraham solo per I’espressione della densita Q0 dell’energia elettromagnetica
che per quest’ultimo, anziché W, vale 2-1 (E, Dv+H, BY); inolre 3E¥s dipende
solo dai due vettori E, ed H,, ed ha nei corpi anche polarizzati ]a stessa espres-
sione competente nel vuoto ad ogni tensore energetico accettabile nel senso defi-

(*) Nella seduta dell’11 marzo 1967.

(1) Anche in [3] si & erroneamente scrltto ——-2E(q Bp) in luogo di — Eq Eg— Ba Bp
nelle definizioni [3 (15), (16)] dei tensori 2Ea(3 e 3Ea[5, cosi si & fatto pure nella definizione
[3(14)] del tensore sEag, molto in uso. La svista considerata non si ripercuote affatto sul

resto'del detto lavoro [3]. Basta quindi sostituire le'suaccennate definizioni con le (3) e, stante
[2 (5)], con la seguente:

1 ’ " - - e.
JE = > (E, E* + B, BY) , sl = sEq = saﬁy E(S By ’ 3Ea[3 = 3Egap— E, E[i — B, Bﬁ~



492 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. XLII — aprile 1967

nito in ([2] N. 6)®. Cid ¢ in completo accordo col punto di vista accennato in [2]
secondo cui conviene identificare 20 con la densita W= 2-1(E, E*+H, H%)
di energia elettromagnetica non materiale.

2. Enuncio ora sostanzialmente l'inverso dell’asserto involgente (1) e
fatto in ([2] N. 3), rimandando per la dimostrazione al N. 3.

TEOREMA. Per r = 2, 3 ,E&3 & lunico tensore energetico del tipo Ep =
= @u3 (Eq , Hy, Py, My, goo) accettabile nel senso precisato in ([2] N. 6) —
cfr. nota® — e soddisfacente I'(r— 1)—esima delle condizioni (1) in corrisponderza
a qualunque corpo C e a qualungue processo possibile per Q.

Il precedente asserto di unicita dipende essenzialmente dal tipo E,z =
= @u3 (Eq,-++, My, &) di tensori energetici a cui si riferisce, in quanto non
vale 1'analogo di esso per il tipo pil generale E,3=%.5(E,;, Eq5, Egjor - - -
ey My, Myss , Myjor , §90)- Infatti, posto, per esempio,

4 * A 50
@) Eup=2Eap + " €p°” Fipgops  con Tapes = Py MY Py, Py M, M,

si ha E;éﬁ = gEﬁﬁ/ﬁ— cfr. ([1] N. 8). Quindi E;ﬁ = zEjﬁ, ciononostante la con-
dizione (1)1 sugEfs vale anche per Eqg . Si noti che, in base a (4), per P, = M, = o0
si ha E,g = 2E¥;, ossia nel vuoto E,3 eguaglia tutti i tensori energetici effet-
tivamente usati @,

Conviene confrontare il precedente asserto di unicitd (in corsivo) con un
altro asserto dimostrato in [4]. A tale scopo premetto che, nelle teorie di piezo—
elasticita, in generale si usano determinazioni della densitd 24 A\ del lavoro
elementare del campo sui dipoli, le quali individuano fra le variabili elettro-
magnetiche quelle che, riguardo alle equazioni costitutive, si vogliono conside-
rare come indipendenti e quelle da considerarsi come dipendenti. Per esempio,
in [3] si fa dA = daX — cfr. (2)1 — e si usano le polarizzazioni specifiche w*
e w* come variabili indipendenti e i campi E, e H, come variabili dipendenti,
in particolare si considerano le equazioni costitutive 4

) E,=

L’analogo vale nel caso dA = dz A ©®),

D

w cw
’ Hazgﬁ-

TCU'

o)

(2) A quanto mi consta, ogni tensore energetico Eqp effettivamente usato ¢ accettabile
nel senso definito in ([2] N. 6), ad eccezione di quello di Déllenbach.

(3) Si potrebbe certo costruire una teoria coerente di elasticita con elettro-magneto—
strizione a base termodinamica usandc un tensore energetico quale E;ﬁ .

(4) Riguardo a (5) vedi ([3] N. 8) ove risulta pure che w dipende da =% e p? tramite
@ my, m? e e p? up (ovviamente la variabile termodinamica da cui @ va ritenuta dipen-
dere & l’entropia specifica).

(5) Introdotto un riferimento solidale yt (L = 1,2, 3) e opportuni corrispondenti la-
grangiani Ef, HE , % , by per i campi E; e H, e per le polarizzazioni specifiche ©% e %,
risulta dsh = Ef dnl + Hi duk — cfr. [4 (19)1] — onde in luogo di (5) si ha Eif = dw/or} ,
HY = 2w/3pk — (cfr. [4] N. 6).
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Convenzionalmente si pud identificare 4\ per esempio con dah = —
—n*D, E, —u*D, H,; allora i ruoli delle considerate variabili dipendenti
e indipendenti sono invertiti.

In relativita generale, a mio avviso, conviene assumere un tensore ener-
getico E.3 a parte mista Eqp = Eq 23+ u, Eg — cfr. [2 (5)] — simmetrica
(Eupy = 0). Tale tensore E,; ¢ largamente arbitrario per polarizzazioni P,
e M, non entrambe nulle, in quanto sue modifiche che non ne tocchino la
parte mista possono essere controbilanciate da opportune - modifiche del-
I'energia interna specifica w e del tensore degli sforzi X,s.

Per fissare le idee consideriamo per esempio la determinazione do A —
cfr. (2)1 - di &\ Allora, assumere EaﬁzzEfﬁ—A zEj:ﬁ (in modo che sia sempre
AsEgg = 0) equivale per: (1)1 e (2); ad identificare con E® J, -+ 2% Aq E.p il
contributo qﬁfs)s del campo elettromagnetico alla densitd di calore assorbito.

Siano AX,5 e Aw gli incrementi di X,3 ¢ @ corrispondenti a AsEys. 11
teorema di unicitd dimostrato in ([4] N. 7) in Relativitd generale dice che
se un materiale piezo—elastico possiede equazioni costitutive di tipo usuale (e
spontaneo) sia per ¢ eguale alla densita E* ], di calore Joule, sia per ¢©) =
= E* J, + «* AZE:ﬂ/ﬁ, allora deve esser A zEZﬁ = 0.

In altre parole vi ¢ una sola determinasione della densita ¢©), del calore
assorbito a causa del campo elettromagnetico, per cui le equazioni costitutive di
un dato materiale piezo—elastico possono avere la usuale forma spontanca ® .
A differenza di quanto accade per il considerato lavoro @i del campo elettro-
magnetico, la suddetta densita ¢%) non puo esser cambiata neppur convenzio-
nalmente.

Attualmente la determinazione E* J, di ¢%) sembra la pilt opportuna.
Tuttavia, almeno in Relativita, non mi sembra di poter escludere a priori
che insorgano motivi per sceglierne qualche altra, magari poco differente
dalla suddetta. Infatti, per esempio, I'espressione relativistica del calore assor-
bito per conduzione termica fornita dal tensore di C. Eckart — cfr. per esempio
[3 (24)} — differisce qualitativamente dall’analogo classico (per un termine
nell’accelerazione).

Concludendo, in entrambi i teoremi di unicita enunciati al numero prece-
dente e rispettivamente nel presente si afferma l'unicitd di un tensore energe-
tico Eu3; cio si fa, nel primo teorema, sotto I'ipotesi che sia assegnata la parte
temporale di Eaalﬁ, e nel secondo sotto l'ipotesi che abbiano la usuale forma
spontanea le equazioni costitutive dei materiali piezo—elastici connesse con va-
riabili elettromagnetiche indipendenti e dipendenti (arbitrariamente) prefissate.

3. Mi progongo di dimostrare il teorema enunciato al numero 1. A tale
scopo comincio col considerare gli usuali tensori elettromagnetici Fo3 e fi5
che caratterizzano rispettivamente le coppie (E,,B,) e (H,,D,) (venendo

(6) Intendo equazioni quali le (5) o le analoghe cosiderate nella nota (5). Tali equazioni
sono esposte in forma completa (precisamente includendo pure quelle esprimenti grandezze
meccaniche ¢ termiche) in ([4] N. 6).
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inoltre da queste caratterizzati) i quali tensori permettono di scrivere le equa-
zioni di Maxwell nella forma

(6) Saﬁy& Fyﬁlﬁ =0 ’ faﬁ/ﬁ = Ja (Ja = J—;L + J;),

ove Ju, Ju, € Jo sono le densitd di 4—corrente totale, vera e di polarizzazione
rispettivamente.

In coordinate localmente naturali e proprie — cfr. [2 (3)] — la decomposi-
zione [2 (5)] del generico tensore doppio E,s si scrive

=

(7) E= EOO ) E; == ”"‘ErO ) E;’ = — E()r s Er: == Em'
Come risulta per esempio da [2 (82)], nelle suddette coordinate & @
DE "y Ty "y -sr.r © 7§
®)  —Eof® =5+ E7+E HENA, + (E° 4 B .

Il teorema considerato al numero I & un’immediata conseguenza del seguente
lemma:

LEMMA. — 17 tensore (nom necessariamente simmetrico) Eup = ¢up Fyo
Jeo 1 &os » ty) verifichi le condizioni '
]
(9) (Paﬁ(FQc;Fgayggc:%Q):O’ %aEa g =0

in corrispondenza di ogni corpo C e ogni processo possibile per C. Allora
(10) Eos = Pus (Foo » foo s Lo » 2g) = 0.

Prima di dimostrare il detto lemma, preciso che un qualunque processo pos-
sibile per @ pud intendersi come rappresentato dalle determinazioni che in esso
hanno i campi Fo5, /45, go5 € #,. Incidentalmente, invece del campo #, della
4-velocita potrebbero assegnarsi le funzioni x%=x"(z, 1,42, ¥3) rappre-
sentanti il moto di @).

Viceversa, ogni determinazione di questi campi che verifichi le equazioni
di Maxwell, quelle gravitazionali (quindi quelle dinamiche e del bilancio ener-
getico), le equazioni costitutive di € e la disequazione costituente il 20 prin-

(7) Per comodita del lettore dimostro la (8): per (7), o meglio per [2(5)], (essendo
Aazua/ﬁuﬁ, DE/Ds =E 3 «f) si ha )

(2) E,¢/f = (Eu, Uy +E, Uy + 1, By + Eaﬁ)/ﬁ = 1, (DE/Ds + E"6 g 4 Euﬁ/ﬁ) +

+DE[Ds + Egaly + B g? + EA, + 0,3 EP.

Essendo Eu” = E| 4 = 4" Eaﬁ = ]:iag u® =0 [cfr. 2(5)], ne segue

DE 3 13 ’ a3 .
(b). —u® Eagm =5+ Eud’y + E ’s +Ep AP 4 e Uajy -

Essendo E”Bﬁ = E”B/vgYﬁ con ;Yﬁ Tgyﬁ + Y ug - cfr. [2(4)2,3] — e Eg WP =0 -
cfr. [2 (5)] — si ha E"ﬁ/ﬁ:E"ﬁ/E + EgA®. Allora la (b), scritta in coordinate local-
mente naturali e proprie (per cui #* = 8% s Lor = Sgr» &gp =— 1) diviene la (8).
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cipio della termodinamica, pué. intendersi come la rappresentazione di un
processo possibile per €.

Riguardo al riferimento ad «ogni corpo €» fatta nel Lemma, conviene
aggiungere che intendo come caratterizzanti un corpo un qualunque sistema
di"equazioni costitutive atte a dare una (particolare) determinazione di tutte
le proprietd meccaniche, elettromagnetiche e termiche considerate nelle usuali
teorie dei sistemi continui. Intendo che queste equazioni costitutive soddisfino
i requisiti matematici comunemente richiesti per tali equazioni, e in partico-
lare le conseguenze del 2° principio. I suaccennati requisiti variano da autore
ad autore. Tuttavia non mi sembra occorra precisarli in quanto mi servird
solo di una loro conseguenza, pilt avanti esposta, la quale mi sembra accet-
tabile da tutti i suaccennati Autori.

DIMOSTRAZIONE DEL PRECEDENTE LEMMA. — Considero i tensori Fg,
Jos s Fapry» fappy, € Jo emisimmetrici rispetto ad « e B. I sistemi dei loro
valori che verificano le equazioni di Maxwell (6);,5 costituiscono uno spazio
Ss6 a 6 + 6 4 24 + 24 + 4 — 8 = 56 dimensioni.

Considero pure le equazioni costitutive elettro-magneto-meccaniche di
un qualunque corpo piezo—elastico @ (eventualmente anisotropo) in un qua-
lunque suo punto materiale P*; mi riferisco precisamente, in primo luogo, alle
equazioni & che forniscono il legame fra F,3 e f,5, che tiene conto delle per-
meabilitd elettrica e magnetica, e, in secondo luogo, alle equazioni & che
fornisconono la conducibilitd elettrica. Indicando con X lo stato termico e di
deformazione di @, le equazioni &, poste in forma tensoriale, e il loro derivato
tensoriale possono scriversi

(11) JaB :f:zfi Foo s Z,29)  , fapy = [faB Foos T, 29y

Tenendo conto della definizione di densita J, di 4—corrente di polarizza-
zione — ossia (Fo3—fap)/# — si riconosce che, nel caso piezo-elastico, le
equazioni & possono includersi nella legge di Ohm generalizzata, in modo
che 'risulti un’equazione costitutiva del seguente tipo:

<12> Ja = J'a -+ JL; = ja <FQ6 ) FQG/t ,Z ;xQ>~

Fissato lo stato £ di @, la (11)2 induce un legame tra Fos, Fooe € fosyy;
inoltre un tale legame risulta pure eliminando J, fra (6)2 e (12). Ciononostante,
fissati comunque in Ss¢ un punto

(13) P = (Fas s fop » Fappy s faprr » Jo)

e un suo intorno J5, al variare di @ fra i corpi piezo-elastici le equazioni costi-
tutive stesse (11) e (12) variano; inoltre, penso, ogni autore (qualunque siano
i requisiti da lui imposti alle equazioni costitutive) puod senz’altro ritenere
che cid avvenga in modo che i punti P in 35 i quali, in corrispondenza di
almeno una determinazione di @, verificano le (11);,2 € (12) costituiscono un
insieme 35 ancora di dimensione 56 (&5, va perd ritenuto una parte effettiva di



496 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. = Vol. XLII - aprile 1967

d5 a causa di certe limitazioni qualitative, esprimibili con diseguaglianze,
quali la J, E*> o).
Stanti le (6), ¢ ora chiaro che i valori assunti da Jopiy quando il punto

(19) P'= (Fo3, fus  Fopiy » fapry » Jo)
si muove comunque in &5 sono co24; ossia la dimensione dell’insieme dei possi-
bili valori di fupy (= — fpasy) per cui P’ risolve tutte le equazioni sopra consi-

derate (costitutive e di Maxwell) & la massima a priori possibile.

E questa la suaccennata conseguenza che ritengo possa venire accettata
da ogni autore, qualunque siano i requisiti qualitativi da lui imposti alle equa-
zioni costitutive elettro-magneto-meccaniche sopra considerate.

A questo punto si pud concludere rapidamente la dimostrazione del lem-
ma enunciato. A tale scopo si faccia dapprima A, =u,, = o0 (ossia Uey3 = O).
Dall’ipotesi (9)2, in base a (8), ne segue

DE "ty 10 9o0B 3p0P
(15) o, TE»=E /(35%1:95/[34—%&0/[3:0-

Fatto Foo = Foo, foo = fou (€ Fooip = Foop), per quanto si & poco sopra
concluso riguardo ai possibili valori di fyp, la (15)3 deve valere per oo%
valori di fuqp ; quindi dp%8[d fos = 0, ossia @B (Foo s foo »&as » %) & indipen-
dente da fy,. Allora in base alla ()1 la (10) vale per o = o.

Stante (7), si pud quindi scrivere E = E"”= 0. Allora per (8), per (9)2 e
per larbitrarietd di A, e w,,, si ha pure E”= E* = 0. Stante (7) si puod
quindi concludere che la (10) vale anche per « == o.
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