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Meccanica. — Sul problema ergodico ristretto^. Nota di P ie tro
B en ven u ti, presentata c"> dal Socio D. G ra ffi.

Summary. ■— For a given stationary process (X , 61 , m  ,T t), let IB be a sub-field of 
m easurable sets and <2 the sub-field of all invariable sets. The m utual independence of the 
two sub-fields IB and (E is a necessary and sufficient condition for the ergodicity of every 
random  variable IB-measurable and integrable.

I. Introduzione. -  In  un precedente lavoro d) si è stabilita una con­
dizione necessaria e sufficiente per la ergodicità di una determ inata fun­
zione di fase som m abile in relazione ad un assegnato processo stazionario 
(X , OT , T^) continuo o discreto (2). Tale condizione è la meno restrittiva 
possibile tra  tu tte  quelle che riguardano la ergodicità poiché si riferisce ad una 
singola funzione di fase f  (x) ed è espressa dalla equazione:

da intendersi valida per tu tti gli insiemi C di m isura non nulla appartenenti 
alla so tto -a-a lgeb ra  CE form ata da tu tti gli insiemi che sono invarianti per 
le trasform azioni T* (**).

Valendosi di questo risultato, nel presente lavoro si è stabilita una condi­
zione di ergodicità, relativa ad un problem a meno ristretto, riguardante la 
fam iglia delle funzioni di fase che sono m isurabili rispetto ad una assegnata 
so tto -a-a lg eb ra  IB di insiemi m isurabili. L a condizione necessaria e suffi­
ciente per la ergodicità di tu tte  queste funzioni è trado tta  in m aniera espressiva 
dalla indipendenza della a-algebra IB dalla a-algebra (E degli insiemi invarianti.

Questa condizione risolve in m aniera com pleta il problem a ergodico ri­
stretto, nel senso in cui più com unem ente è intesa questa espressione, e gene­
ralizza sensibilmente un  risultato già ottenuto per altra via da B. Forte.

2. ALGEBRE ergodiche. -  Sia IB una so tto -a-a lgeb ra  di insiemi m i­
surabili (IB c  &) cioè una sottofam iglia di insiemi di 61, chiusa rispetto alla 
formazione del com plemento e della unione di un num ero finito o di una 
infinità num erabile di insiemi. Nella classe L  delle variabili aleatorie (a valor 
medio finito) dello spazio di probabilità (X , fît , m), si considerino quelle

(*) Lavoro svolto nell’ambito del Gruppo di Ricerca n. 7 del Comitato per la M atem a­
tica del C.N.R.

(**) Nella seduta dell’8 aprile 1967.
(1) P. BENVENUTI, S u l problema ergodico relativo ad una singola funzione , « Rendiconti 

della Accademia dei Lincei», vol. X L II, fase. 3 (1967).
(2) X è lo spazio delle fasi, 61 è una a-algebra di sottoinsiemi di X  (insiemi m isura­

bili), m  è una m isura di probabilità, f i  è un semigruppo continuo (t reale >  0} o discreto 
(t intero >  o) di trasform azioni di X in sé che conservano la m isura m.

(1.1)
c X
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particolari variabili aleatorie che sono anche cB-misurabili <3>; esse formano 
una sottoclasse lß* tan to  più am pia quanto più am pia è la a-algebra cB. Diremo 
che la cr-algebra oB è ergodica se ogni variabile aleatoria f ( x )  e L® è ergodica 
rispetto al processo stazionario considerato. Il problem a ergodico ristretto 
consiste nel determ inare condizioni necessarie e sufficienti per la ergodicità 
della cr-algebra gB. Valendosi della ( i . i )  si riconosce la validità del seguente:

TEOREMA: Condizione necessaria e sufficiente affinchè la a—algebra oB 
sia ergodica è che essa sia indipendente dalla a-algebra 0  degli insiemi che 
risultano invarianti subordinatamente al processo stazionario considerato. In  
altri termini per ogni B € cB di misura non nulla e per ogni C e 0  di misura 
non nulla deve essere:

(2.1) m (B n  C) =  mB  • mC .

Per riconoscerlo si consideri, in corrispondenza ad un assegnato insieme 
invariante C di m isura non nulla, la immersione Fc di C in X. L a Fc è defi­
n ita soltanto per i punti per i quali è rappresentata dalla identità
Fc(V) =  x. Si consideri inoltre la cr-algebra d e  form ata dai sottoinsiemi di C 
che sono m isurabili, cioè appartengono ad d . L a immersione Fc definisce una 
trasform azione m isurabile dello spazio (C , d c) nello spazio (X , cB); infatti 
la im magine inversa di un  qualunque insieme B di cB appartiene ad de*.

Fc1 B =  B n  C e file
Posto poi:

(jlc B — m ¥ ~ l B — m  (B fi C) 

in virtù  del teorem a di integrazione per sostituzione <4>, per ogni f ( x )  € L*® è:

f ( x )  d\Lc = f  (x) dm  .
x c

Per la ( i . i) ,  condizione necessaria e sufficiente affinché gB sia ergodica è 
che per ogni C e 0  di m isura non nulla e per ogni / (x) e L ^  risulti:

(2.2) j f ( x )  d[ic =  mC j f ( x )  dm .
x x

Fissato C, condizione necessaria e sufficiente affinché la (2.2) sia verificata 
per ogni /  (x) e L ^  è che per ogni B e gB sia:

(jic  B =  mC • mB .

Pertanto, condizione necessaria e sufficiente affinché gB sia ergodica è 
che per ogni C € 0  di m isura non nulla e per ogni B € gB sia:

m  (B n  G) =  [jlc  B == mB  • mC .

(3) Tali cioè che le immagini inverse dei borelliani dell’asse reale appartengano non 
soltanto ad d  m a anche a

(4) Cfr. P. R. H alm os, Measure Theory, V an N ostrand (1,950) Sec. 39.
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Q uest’ultim a equazione è verificata in ogni caso per gli insiemi B di m isura 
nulla ed il teorem a risulta così dim ostrato.

3. Conseguenze. — D al teorem a stabilito si riconosce in generale che affin­
ché B sia ergodica e necessario che la intersezione cBfà0 delle due cr—algebre 
® e ©, cioè la famiglia degli insiemi che appartengono sia alla a-algebra gB sia 
alla a-a lgebra  0, contenga soltanto insiemi di m isura nulla o unitaria. Infatti 
se B e gB n  0, posto nella (2.1) B =  C, si ottiene: mB =  m  (B fìB ) =  (mB)2 
e quindi deve essere mB =  o oppure mB  =  1. Questa condizione che esprime 
una transitività metrica ristretta alla a—algebra cB, non è però sufficiente in 
generale per la ergodicità di gB 0).

Inoltre il teorem a stabilito contiene come caso particolare un risultato 
di B. Forte <6> che stabilisce una condizione necessaria e sufficiente per la 
ergodicità di ogni variabile aleatoria <p [ /(# )]  che sia funzionalmente dipen­
dente da una variabile aleatoria assegnata f  (x). Per ottenere questo risultato 
basta specializzare la a—algebra cB in quella form ata dalle immagini inverse 
/  b dei borelliani b dell’asse reale; la famiglia delle variabili aleatorie 
cB-misurabili coincide allora con la famiglia delle variabili aleatorie funzional­
m ente dipendenti dalla f  (x). In  virtù del teorem a stabilito si riconosce allora 
che condizione necessaria e sufficiente per la ergodicità di tu tte  le variabili 
aleatorie 9 .[/(#)]. è che per ogni borelliano b e per ogni insieme invariante C 
di m isura non nulla sia <7>:

(3 -1) m ( C n f  1 b) — mC- m f ~ xb .

L a equazione (3-0  esprime la condizione che i valori assunti dalla varia­
bile aleatoria f ( x )  su un insieme invariante C di m isura non nulla, abbiano 
la stessa legge di distribuzione relativa, qualunque sia l ’insieme invariante C 
di m isura non nulla. Questa condizione è effettivamente più restrittiva della 
condizione (1.1) relativa alla ergodicità della sola f  (x)\ questo conferma il 
fatto che una variabile aleatoria può essere ergodica senza che debbano risultare 
ergodiche tu tte  le v a riab ili a leatorie  funzionalm ente  d ip en d en ti da essa.

(5) La condizione di transitività  metrica ristretta risulta anche sufficiente se $  è inva­
riante per le trasform azioni TY, cioè se queste trasformazioni sono ^-m isu rab ili. In  questo 
caso risulta definito un processo stazionario (X , eB , m  , TV) che gode della proprietà di tran ­
sitività metrica.

(6) B. F o r te , Sulla  ergodicità della trasformazione indotta mediante una variabile 
aleatoria, « Calcolo », voi. 2 (1965).

(7) Nel lavoro di B. Forte la condizione è espressa in forma diversa: per ogni borelliano 
b e per ogni suddivisione di X in due parti invarianti di m isura non nulla C e C ' = . X — C, 
si richiede che sia:

m (C  n  f ~  1 b) m  ( C 'n / -  1 b) 
mC m C'

essendo però m C ^ i — m C  e m  ( C ' n f ~ 1 b) =  m f ~  xb — m  (C n / “  1b), la equazione 
soprascritta risulta equivalente alla (3.1).


