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Fisica matematica. —— Principi variazionali nellelastostatica .
Nota di Enxzo Tonri, presentata “” dal Socio B. Finzr.

SUMMARY. — Three new variational principles of increasing generality are presented
for elastostatics; they add to the four existing principles and are valid for small displacement
theory and also for non-linear stress-strain relations.

I. INTRODUZIONE. — Consideriamo un corpo elastico occupante un vo-
lume V racchiuso entro una superficie S e soggetto a piccole deformazioni.
Sia p* il tensore degli sforzi, ¢;;, quello delle deformazioni e si consideri un lega-
me sforzi-deformazioni genericamente non lineare. Supposto che le espressioni
differenziali p* de,; e ¢,,dp" (U siano entrambe esatte allora esistono rispet=
tivamente una densitd di energia di deformazione W(¢) ed una densita di
energia complementare F(p) che coincide, a meno del segno, con il potenziale
termodinamico di Gibbs [1]. Cioé:

W(e) = / @ den  F(p) = j (5) dp
quindi:

oW (e) oF (p)
1a), (1b hbk — Z T\ ey — .
(1), (1b) ? e, 2 apt

La superficie del corpo ¢ divisibile in due parti: sull’'una che indicheremo
con S, sono assegnate le forze per unita di superficie /* e sull’altra che indi-
cheremo con S, sono assegnati gli spostamenti 7.

Indicate con F” le forze per unit di volume, le equazioni di equilibrio sono:

(2 a), (2b) u+ F= o PPy =f*  su S

essendo 7; la normale alla superficie orientata verso I'esterno del corpo.
Le equazioni di congruenza sono:

(3a), (3b) el P gy tim = O w=4q" su S

Supponiamo che tanto le forze per unitd di volume quanto quelle per
unita di superficie siano conservative e siano ® e 7 le rispettive energie po-
tenziali. Posto O (x) = Wru, e v(u) = Thu, sari:

I (u2) v (u)
@ Fh—= — '

h—
u f - u

h

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca N. 34 del C.N.R. Istituto Mate-
matico del Politecnico di Milano.

(**) Nella seduta dell’t1 marzo 1967.

(1) Qui e in seguito & sottinteso il segno di sommatoria per gli indici che si saturano, indici
che assumono i valori 1, 2, 3.
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Le equazioni indefinite di-equilibrio (2 a) .e quelle indefinite di congruenza
(3-a) nell'ipotesi di piccoli spostamenti hanno rispettivamente come integrale
generale:

Phk — ghtl hsm Lsjim + @u
(5), 6)

I
eps = — (tap + 2042

in cui g’ ¢ il tensore fondamentale. La (5) ¢ la soluzione di B. Finzi [2]
in essa compare il tensore doppio simmetrico y,, di cui tre componenti possono
scegliersi ad arbitrio.

Come ¢ noto le soluzioni delle equazioni dell’elasticita (2), (3), (5), (6)
godono della proprieta di rendere stazionari alcuni funzionali di cui diamo
una breve rassegna. .

11 principio della minima energia potenziale totale afferma la stazionarieta
del funzionale:

™) 1t 2 ([ (W 1+ 2@ av + [[reas
v Sf

rispetto ad arbitrarie variazioni di #*, nulle su S, se sono soddisfatte le equa-
zioni di equilibrio indefinite (2 a) e al contorno (2 b).

Reissner [3] nel 1950 ha ampliato il principio precedente costruendo il
funzionale:

® L | J 1 euse) —F )+ v av + [[peas
V. Sf

la cui stazionarietd rispetto ad una variazione delle 7z* nulla su S, fornisce le
equazioni di equilibrio indefinite (2 a) e al contorno‘(2 b); mentre la stazio-
narieta rispetto ad una variazione delle p* fornisce il legame sforzi-deforma-
zioni (1b). La funzione ¢, (x) si intende data dalla (6).

Nel 1955 H.C. Hu [4] e K. Washizu [5] hanno generalizzato il prin-
cipio’ di Reissner costruendo il funzionale:

def ( P — . Dl
“ J3[%,z>,e]=ij§w(6>_pk[% 2( / +u/)}+ P ( )édv+
—i—J]vv(u) @’S——ffp/m iy (15— 17,) dS
Sy S,

la cui stazionarieta rispetto ad arbitrarie variazioni di 2* fornisce le equazioni
di equilibrio indefinite (2 a) e al contorno (2 b); la stazionarietd rispetto alle
p™* fornisce l'integrale generale delle equazioni di congruenza (6) e la condi-
zione al contorno (3 b); ed infine la stazionarietd rispetto alle ¢,, fornisce il
legame sfo‘rziv—deformazioni‘ (1 a). Le dimostrazioni di questi tre principi si
possono trovare in [I].
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Per i principi che seguono facciamo l’ipotesi che le forze di superficie
siano assegnate su tutto il contorno, quindi che siaS; =S e S, = o. Cid posto
il principio di Finzi [6] che estende quello diMenabrea al caso di legame sforzi—
deformazioni non lineare e che ¢ il duale della minima energia potenziale totale,
asserisce che il funzionale:

(10) aia E [[[Prorav

¢ stazionario rispetto ad arbitrarie variazioni del potenziale degli sforzi Yo
nulle sul contorno S insieme alle derivate prime @ se sono soddisfatte le equa-
zioni indefinite di congruenza (3 a).

Questo principio pud essere ampliato in due stadi successivi ottenendo
due nuovi principi; inoltre si pud enunciare un terzo principio piti generale
dei precedenti dal quale tutte le equazioni dell’elasticiti possono essere dedotte.

2. IL PRIMO PRINCIPIO. — II ruolo giocato da #«*, potenziale delle defor-
mazioni, e p* nel principio di Reissner suggerisce la possibilita di un principio
variazionale costruito con y,,, potenziale degli sforzi, ed ¢, . Questo principio
¢ di fatto possibile ed asserisce che il funzionale:

() Jste, 1 [[[ 1246 ew—wenav
v

¢ stazionario rispetto ad una variazione delle y,, nulla con le sue derivate
prime sul contorno S se sono soddisfatte le equazioni di congruenza indefinite
(3 a); ¢ stazionario rispetto alle ¢, se ¢ soddisfatto il legame sforzi-defor-
mazioni (I a).

Dimostrazione. Si ha:

~
87. J5 = ' {fe,lk Z}WZ ghom Sxmllm dV = o.
Joo
v

Eseguendo una doppia integrazione per parti, ricordando che 3y, e
3%z sono nulle su S e arbitrarie entro V otteniamo le equazioni indefinite di
congruenza (3 a). D’altro canto:

&Jsszf[]’}’k—"-—a;z(eq 3¢, dV = o
% hk

donde, per l'arbitrarieta di 3¢,, entro V segue il legame sforzi-deformazioni.
Questo principio costituisce la forma hamiltoniana di quello di Finzi.

(2). Si osservi che nel funzionale J4[y] compaiono le derivate seconde di y,s (si tenga
presente la (5)): questo comporta che sul contorno si debbano assegnare indipendentemente
tanto le funzioni y, quanto le loro derivate prime %rsz € quindi che le variazioni siano indi-
pendenti.
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3. IL SECONDO PRINCIPIO. — Il principio precedente, duale di quello di
Reissner puo essere esteso ottenendo il principio duale di quello di Hu-~Washizu.
Precisamente, il funzionale;

(12) qu,apfﬁj]f{F@»——aﬁpﬂ—-ﬂﬂﬁmem——ﬁkﬂndv
v

& stazionario rispetto ad una variazione del potenziale y,, nulla su S se sono
soddisfatte le equazioni di congruenza indefinite (3 a); & stazionario rispetto
ad una variazione di ¢;;, se ¢ soddisfatto /'zntegrale generale (5) delle equazioni
di equilibrio e le condizioni al contorno (2 b); infine & stazionario rispetto ad
una variazione delle »* se & soddisfatto il legame sforzi-deformazioni (1 b).

Dimostrazione. Ricordando che 8y,, = o e 3y, =0 su S si ha:

5, Jo = f f f e & &7 S,mm] AV = 0
\'

integrando due volte per parti, per Uarbitrarieta di 3y,, entro V si ottengono le
equazioni indefinite di congruenza (3 a). Inoltre:

3, Je = ff — [P — P ey, — W] Se,, AV = O
v

che per larbitrarieta di d¢,, entro V fornisce l'integrale generale (5) delle
equazioni di equilibrio. Infine:

eF ‘
e [ -
A\

che per I'arbitrarieta di 3p* entro V fornisce il legame sforzi—~deformazioni (1b).

4. IL'TERZO PRINCIPIO. — E possibile formulare un principfo pilt generale
da cui si ottengono in modo simmetrico tanto le equazioni di equilibrio quanto
quelle di congruenza oltre al legame sforzi-deformazioni. Esso afferma che
il funzionale:

thpd—ﬂﬂ o Mk T () W) + W) +

+ €3 [ 7 Yym + Vg™ } av + f f v (%) dS
S

¢ stazionario rispetto ad una variazione del potenziale %, se sono soddisfatte -
le equazioni di equilibrio indefinite (2 a) e al contorno (2 b); & stazionario
rispetto ad una variazione del potenziale y,, nulla su S insieme con le sue
derivate prime se sono soddisfatte le equazioni di congruenza indefinite (3 a);
¢ stazionario rispetto ad una variazione delle deformazioni ¢,; se & soddisfatto
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il legame sforzi-deformazioni (1 b); ed infine & stazionario rispetto ad una
variazione degli sforzi p** se & soddisfatto il legame sforzi-deformazioni (1a).
Dimostrazione:

3, J7=.ff — (% — D" Su, dV +ff(p“m—‘z7”)8u,, dS = o
v Sy

donde. seguono le equazioni di equilibrio. Inoltre:

8% J7 = fff e Ehrl ak:m SXn/lm dV = o
Y

donde integrando per parti, ricordando che 8y,, € 8y,,; sono nulli su S e le
3%, sono arbitrarie entro V. si ottengono le equazioni di congruenza. Ancora:

3, J» = fff [Ehrl chsm Yrstim + 'Q_)g},k __‘9’;7\; (ﬁ] ey dV = 0
J °

hk

che per l'arbitrarietd di 8¢, entro V fornisce il legame sforzi-deformazioni

(1 a). Infine:
“u,, +u 39F
8ﬁ]7:fJJ { Al ! Bl aﬁif)}gphkdvz o
v

donde per I’arbitrarieta di §p entro V segue il legame sforzi-deformazioni (1 b).
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