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Magnetofluidodinamica. — L ’écoulement d ’un fluide à conductivité 
électrique finie, en présence d ’un profil mince. Nota di L a za r  D r a g o s , 
presentata n  dal Socio B. F in z i.

Riassunto. — Si considera il flusso di un fluido comprimibile di conduttività elettrica 
finita, in presenza di un campo magnetico costante, che investe un ostacolo cilindrico sottile.

1. INTRODUCTION. -  Nous considérons l ’écoulem ent d ’un fluide com pres
sible, conducteur, uniform e, à vitesse Vo ci, ayant lieu en présence d ’un champ 
m agnétique hom ogène Bo ci (cj , c2 , C3 étant les vecteurs unitaires des axes du 
système de référence) et nous adm ettons q u ’il rencontre un obstacle cylindrique 
infini (dans la direction de l ’axe Oz), les équations, dans le p lan  xOy,  étant:

(0  y* =  sY± (x*) , x* 6 [■— L , -f- L]

Nous nous proposons d ’étudier l ’écoulement du fluide sous ces nouvelles 
conditions. U n  cas particulier de ce problèm e a été considéré dans [1].

2. E q u a t i o n s  d e  m o u v e m e n t .  -  Compte tenu de la géom étrie du p ro 
blème, il résulte que l ’écoulem ent sera plan et, vu que toutes les conditions 
sont invariables en tem ps, les phénom ènes seront stationnaires. E n suppos
an t que les variables physiques sont affectées d ’astérisques, on introduit les 
variables sans dim ensions suivantes:

(2) I ^  ’ y * ï =  L  ’ y) ’ p * =  po pi , p * — p t =  p0Vo a
\ v * = V o V  , B* =  B0 B , E* =  V0 B0 E , J* =  (n L ) - i  B0 J

et on m et en évidence Fécoulement perturbé:

/ \ I Pi =  1 +  e P , A  =  * P
\ V =  e±-\- z v , B •= ci +  s 6 , J =  z j

le cham p électrique é tan t nul.
L  écoulem ent perturbe sera défini, en prem ière approxim ation, par les 

équations suivantes:

(4) M2 - -fi div v =  o

(5) =  — grad p  +  f i j '  x «1

(d) div b — o

(?) ro t b — j  =  j  C3 =  Rm («i X  b fl- v X ci)

(*) Nella seduta dell’n  marzo 1967.
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avec les notations

(8) M = V o ^ 1 , A  =  VoV a 1 , Rm =  <t|x LV0 , V |  =  Bo ((i.p0)_1

c0 é tan t la vitesse du son dans l’écoulem ent non perturbé et Va la vitesse 
d ’Alfvén.

Nous avons aussi les conditions d ’am ortissem ent à l’infini:

(9) lim (J> , v , b , j ) = o .
X 2 -j- y 2 —>■ (X)

Des équations (6) et (7) nous obtenons l’équation de l’induction m agnétique

(10) R - A & = = ^ - ^ + e i d i v . : A — 92 4- 92A ~  +  "3̂ 2"

E n appliquant dans (5) l’opérateur rot et com pte tenu des conditions 
d ’am ortissem ent à l’infini, nous avons:

e n ) A2 co =  j  .

Des équations (4) et (5) on élimine la pression et ensuite, à l’équation q u ’on 
vient d ’obtenir, on applique l ’opérateur div. Nous avons:

(12) 32
H e  =  ( p — +  ^ - ) e

M2 d2j
ß2 =  i ~ M 2,

_ 3(0
dx dx~

30
dy

A 2 dx dy ’

Enfin, en appliquant à l’équation (io ) l ’opérateur rot, nous obtenons:

(13) py -  (Rm ' a

Nous avons utilisé les notations suivantes:

(14) div v — 0 , rot v =  (ù es

De (11), (12) et (13) nous obtenons les équations auxquelles satisfont 
les grandeurs 0 , co et j

Os)
où T  est l’opérateur

T 0 =  Tco =  T / =  o

(i6)
33

T  =  AH +  Nß2 (1 — A2) —  +  N (ß2 — A2)dx3 1 " " J  dxdy2

avec la notation

(17) Rm =='A 2 N

N étant le param ètre de l’interaction m agnétohydrodynam ique.

3. D é t e r m i n a t i o n  d e  l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e .  -  Nous cherchons la 
solution des équations (15) sous la forme d ’une superposition continue d ’ondes 
planes de la forme

(18) exp (■— i \ x  +  sy)
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De (15) on obtient:

(19) sA —  b s2 +  c .= o 

où
l ò  =  X2 (1 +  pa) +  * XN (ß?— A*) =  bi +  ibz

[-l 9 )  j c =  X4 ß2 +  * X» Nß2 (1 — A*) =  +  * ca.

C ’est à observer que pour l’écoulement sonique, M =  1, nous avons c—  o 
et l’équation (19) dégénère en:

(20) s2 =  \ 2 — i  X N A2.

Ce cas sera exclus des considérations présentes. D ans les autres cas, les racines 
de l’équation (19) sont distinctes et complexes. On peut facilem ent observer 
que leur partie réelle est différente de zéro car, contrairem ent, nous déduirions 
l’équation (ir)4-— b (ir) 2 -f- c — o, ce qui im pliquerait une racine réelle com
m une pour les équations

r 4 +  h  f 2 j r ci =  o , b^r2 C2 =  o

or, les seules racines réelles de la première équation sont r 2 — —  À2 ß2 , M >  1, 
lesquelles, de toute évidence, ne vérifient pas la deuxièm e équation (le cas 
M =  i est exclus). D ans l’appendice nous allons présenter une déterm ination 
plus exacte des solutions.

Avec les notations (7) de l’appendice, la solution générale des équations (15) 
s’écrit:

+  00

(20) e± (X ,y )  =  f  X  ë4± (X) e - ^ x+s*yd-h
J k = 1,2

(21)

(22)

+  00

(x  > y) ~  I XJ k = 1,2
—  00

- f  00

y± o  >y)=  X  ]i 4. m e ~ * Xx±Siy^ -\ = 1,2

Nous avons imposé la condition que la solution soit am ortie pour j /  -> ±  00. 
Le prem ier signe « ±  » indique la solution valable dans le demi—plan supé
rieur (y  >  o) et le second, la solution valable dans le demi—plan inférieur
( y  <  o).

Puisque les équations (15) ont été obtenues p a r dérivations des équations 
de m ouvem ent, il va falloir im poser la condition que ces dernières soient 
aussi vérifiées par la solution (2o)-(22).

De (11) il résulte:

(23) ^  ^ d b  h ±  ’ ^  1 1 2
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et de (12)

(2 4 ) A2 (s] —  >2 ß2) =  ±  ,■ XM* 7l± , £ = 1 , 2

L’équation (13) é tan t identiquem ent vérifiée si l ’on tien t compte de (23) (24) 
et (19).

4. D é t e r m i n a t i o n  d u  c h a m p  d e s  v i t e s s e s .  -  Cette déterm ination 
s’effectue de (14) compte tenu de (20) et (21). L a solution générale s’écrit:

(25) U =  up± (x , y)  +  , V =  vp± (x , y)  +

(26) A 9 =  o

(27)

OÙ

(27')

ui, ± ( x , ÿ )  =  ( 2  ük ± QC)e lXx±°ky d \ ,
i == 1,2

« P ± ( * , y ) =  X  vk ± ( ï ) e - iX* ^ y d \ .
J  k =  1,2

j A2 0 |  ~  X2 ß2) ^  ± =  T  ,

( A2 0 2 - X 2 ß2) ^ ± =  - 7 Xß2 j , ± ,

k  =  1 , 2 ,

k — I , 2 .

De façon analogue se déterm ine le cham p m agnétique en utilisant les 
équations (6) et (7). Nous avons:

(28) bx =  bxp± (x ,y)  +  . by =  byP± (x , y )  - f

(29) At|/ =  o
+ OO

(30) °xp± {x , y)  = X  k
k  =  1,2

x k ± (X) - i  k  X ±  sky d \

4- oo

byp± ( x , y ) =  2  (X) e - iXx±^ y d \
J k =  l , 2

avec les notations:

( (4  — x2) ^  ± =  =F ±
i (sl~-Ki)bï i ± = — i-kh ± .

C om pte-tenu des relations entre les racines et les coefficients de l ’équa
tion (19) il résulte:

( p x =  (j2 _  x2) (j2 — X2) =  i X3 A 2 N M 2 

I Pa =  (j* —  X2 ß2) (s* —  X2 ß2) =  i X3 ß2 N M2,(31)
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d ’où nous déduisons que, si les écoulements soniques sont exclus, toutes les 
déterm inations ci-dessus (ük± , ^k±, bxk± , byk± , 0^±) sont possibles. O n suppose 
égalem ent M =f= o ce qui m ontre que la solution que nous venons de présenter 
ne peut pas être adapté au fluide incompressible.

Vu q u ’à l’infini la perturbation  doit s’annuler, il résulte:

(32) lim X u , v ,  bx ,by) =  o .
I X  | ^ > 0 0  ,

Compte tenu que Up-, Vp , bxP , byP sont représentées à l’aide de certaines inté
grales de type Fourier, en vertu  du théorèm e de Lebesgue [2] il résulte:

(33) lim (ut  , v P, bxP , byP) =  o

et, par conséquent, de (25) et (28):

(34) lim
X I - 4 - 0 0

dcp
dx

dcp
dy

3<jj dty \ 
dx ’ dy )

5. D é t e r m i n a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  9 e t  <{/. -  Nous imposons la con
dition que la solution générale (25) et (28) vérifie l ’équation de l’induction 
m agnétique (10). Com pte tenu de (19) nous obtenons:

(35)

et de (34)

(35')

d I  dtp \ 3 / 3cp 3tjj \ __
dx \ dx dx)  dy \ dx dx ) °

d<p   39
$X dx

L a loi d ’Ohm  nous fournit:

(70 j  =  Rm (by ■— v)

et en utilisant aussi la représentation générale (25) et (28), ainsi que l’équa
tion (19), il résulte:

(36)
dcp 3(|i 
dy " dy

Les relations (350 et (36). nous indiquent que les deux fonctions 9 et ^ 
coïncident -  abstraction faisant d ’une constante sans importance.

E n pro jetan t l’équation de m ouvem ent (5) sur les axes du système de 
référence, nous avons:

(50
du
dx

dp dv   dp I
Sx ’ Sx ~  c> A- J  '

De (4) et (5') nous obtenons:

(40
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de sorte que, en im posant la condition que la solution générale vérifie l’équa
tion (4') aussi, nous déduisons:

/ ~ 7 \ Q 2  92  9  I g2gP =  n^37) P 2̂ 2 +  dy2 °*

V u cependant que la fonction 9 est harm onique (26), il résulte:

c 2 9  c'2 9

3̂  =  °  =  ly*'

et en u tilisant la condition d ’am ortissem ent (34)

(38)
99 c?9
dx dy

De (350 et (36) résulte que les dérivées de la fonction ^ s’annulent elles-aussi. 
De (5'), en vertu de la condition (9) il résulte:

(39) U ( x  , »  =  —  J>(pc , ÿ ) -

6. CONDITIONS AUX l i m i t e s .  -  Après les résultats que nous venons 
d ’obtenir ci-dessus, il nous reste à déterm iner encore, dans la solution générale 
du problème, quatre fonctions (X), ce que nous allons faire en utilisant les 
conditions aux limites. Nous avons:

(40) v ( x  , ±  o) =  Y± (x), X e [ —  i, +  I]

ainsi que les conditions qui assurent la continuité du cham p m agnétique

(41) bx (x , +  o) —  bx ( x , —  o) =  s (x) i (x), Vx

(42) by (x , +  o) —  by {x , —  o) =  o , Wx :

Nous avons noté par z (x) la densité du courant de surface dans le profil, en 
variables sans dimensions, ayant la direction de l’axe Cte, et p a r s (x) la fonction

(43) :(x)
1 , x  e [ —  i  , +  1]

o ,  ^ e  (•— 0 0 , —  1)U (1 , 00) .

De (40) nous avons également:

(40') V (x,  4- o) — V (x,  —  o) =  s(x)  [Y '(x)] , V4

avec

(40") [Y'(x)] =  Y'+( x ) - Y L ( x ) .

De (42) et (40') en utilisant la représentation générale de la solution, le 
fait que (42) est définie pour tout .r, ainsi que le théorèm e relatif à l’inversion 
intégrales de Fourier, nous déduisons:

“2 Ti~ ( j i  + ’ h  - )  2 -y 2 Ö 2+  7a—) 0  *«V̂ A og A.(44)
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De façon analogue, de (40')

(45) J? — X2 ß2 ■01+ - / ! - )  + ■X2 ß2 O2+ h- ')

+1

=  1 (*) =  -  - — TT /  [Y 'W ] .2 7T Z Xß f 
-1

De (44) et (45) nous obtenons:

(46)
h + ~  h -

h+ ' h -

I (X) P1P2
4  — X2 ‘ X2 M 2 ( s i— si)

P(X) Pi P2
^2- X 2 ‘

Pi et P2 étant les produits (31).
En inversant aussi les integrales de type Fourier apparaissan t dans (41), 

nous avons:
+1

s2_x2 ^h+ ^2__ 2̂ (J2+ h -  ) =  1 Ytc~ j i ( x )  etkx d x .
-1

Enfin, de (40) nous obtenons:

(48)
+ 0 0

— 00

A +  I 7 2  +

^ _ x 2ß2 +  $* — x2 ß2
— îAx £ " <a  =  A y '+ (*), a tg [— i , + 1]

ce qui constitue une équation intégrale pour le déterm ination des fonctions
h +  et ~h+ •

Nous supposons que la fonction Y + (x) constitue la restriction sur l’in ter
valle [ i ,  + 1 ]  d ’une fonction analytique et absolum ent intégrable sur tout 
1 axp Ox. Il resuite alors que la fonction Y+ (at).'se prolonge analytiquem ent 
sur tou t 1 axe Ox, de façon unique, et l ’équation (48) nous fournit:

(49) Ji-\. • J  2 + A2
j 2 —x2 ß2 2 TC 2 X ß Y V (x) eikx dx

où Y'+ est la fonction analy tique définie sur l ’intervalle (—  00 , +  00), qui 
coincide sur le segment [■— 1 , +  1] avec Y'+ .

Les quatre conditions (46), (47) et (49) définiront les quatre fonctions 
inconnues ]k± (X).

En particulier, si Y +(x) =  Y_(V), les conditions (46) nous fournissent 
ïk+^-h-  ce 4ui assure la sym étrie du problème. Nous avons donc dans ce 
cas j  (x , y) =  j  (x y)  et

(50)
j u (x , y) =  ■— u  (x , — y)  
\ v (x , y )  =  V {x , - - y )

résultat obtenu dans [ 1 ].

bx (x , y) =  — bx (x , — y ) 
by ( x . , ÿ ) =  by ( x , — y )
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APPENDICE

Nous avons:

( I ) Mb2 — 4 c =  ^ai +  ia<i =  Ai +  i A2

avec les notations

(O  ax =  X4M4 — X2N2 (A2 — ß2)2 , — — 2X3 NM 2(A2 +  ß2)

d ’où l’on déduit que <21 et <22 ne peuvent pas être nulles en même temps pour tout X, ce qui
démontre que les racines de l’équation (19) sont distinctes.

Nous avons également:

(2) Y = t a i +  a2 =  >.2{[M4 X2 + N 2(A2 — ß2)2]2 +  i6X2 ß2A2N2M4 }1/2

et

(3) Ax " =  T  J / y  (Y +  «1) ■> As =  sign X | / ÿ  (y — ai) •

Pour déterminer Ai on prend le signe « — » lorsque A et M se trouvent dans la région I et
« -f » lorsqu’ils se trouvent dans la région II (fig. 1).

As

Nous avons utilisé partout la déterminations arithmétique des radicaux. 
De façon analogue:

(4) y * ± ( A x  +  ».A,) =  j /  B.,n +  t-Bï± =  t f g  +  / a '- "

OÙ

(4') 2 Bj’JJ =  ^  ±  Ai-“ , 3 B2 ± =  -  A, ±  A2

et

(s) » ü  =  | / ÿ  <?£ +  B'i±) . » Ü  =  (± )  ) / -  -  Bi’i 1 )

avec

(5') 8,i n = { (B ,1i , )2 +  (B2±)2}1/2

Les déterminations de (5) étant données par

sign $2 ± =  sign B2± =  sign X sign j — N (A2 — ß2) ±  j / — ^ ( ï — «i).(6)
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Vu que

M3 <  i , N 1 A2- P ! | <1

M2 >  i , N 1 A2 ~ ß 2| > \

M =  0 , N 1 A2- ß 2 | =  1I f l f i  (Y — «1)

il résulte: sign $2+ =  sign X, et sign $ 2 -  =  — sign X, lorsque M2 <1; sign cB2± =  .— sign X, 
lorsque M2 >  1.

C’est à remarquer enfin que est une fonction seulement de X2 ce qui fera possible
d’imposer la condition d ’amortissement à l’infini.

Deux des racines de l’équation (19) seront

(7) Ji =  - ( a l ï  +  ^ î )  , = +

et les autres deux — s1 et — s2 .
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