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Equazioni differenziali. — Un problema ai lLimiti quasi lineare
in spazi di Banach . Nota di EMIL1A Scrucca, presentata ©” dal
Socio G. SANSONE.

SUMMARY. — An existence theorem is proved for an ordinary differential equation of
the form #—A(#)x = f(¢,x) with a non-linear boundary condition Bx = Hx, where x, f
belong to Banach spaces and A, B, H are given operators, A and B, linear.

Siano X e E due spazi di Banach, # una variabile reale # €A = [« , w]
e C(A, X) lo spazio di Banach delle funzioni # -+ x(#) fortemente continue in
A a valori in X con la norma:

Ix‘c=51;p}X<f>\x'

Sia X 'algebra degli endomorfismi M di X cio¢ I'insieme degli operatori
lineari e continui di X in sé& stesso con la norma:

Consideriamo il problema differenziale ai limiti:
o (Er) dxldt— A x=f(, %)
(C1) Bx = Hx

dove #—>A (f) ¢ una funzione da A in X, (#,x2) > f(¢,x) ¢ una fun-
zione da AXX in X, B & un operatore lineare e ‘continuo con dominio
D(B)=C(A, X), codominio &(B)C E e dove H ¢ un operatore continuo
con dominio @ (H) = C (A, X), codominio & (H) C E.

Diremo soluzione secondo Caratheodory delle (1) una funzione x €C A, X)
fortemente assolutamente continua in A, verificante la (C) e verificante q.o.
la (E])

Lo scopo della presente Nota & quello di dare un teorema di esistenza delle
soluzioni di (1) sotto ipotesi che generalizzano quelle usate da G. Pulvirenti [1]
relative al caso di H costante.

Questo teorema generalizza anche un altro lavoro di G. Pulvirenti [2] in
cui X = R” cio¢ in cui lo spazio X & lo spazio euclideo ad 7 dimensioni.

Supponiamo che:

a) A (¢) sia fortemente misurabile in A e si abbia:

/IA(t)idl‘<oo;
{ g

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di ricerca n. 11 del Comitato
per la Matematica del C.N.R.

(¥*) Nella seduta dell’t1 matzo 1967.
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b) per ogni x € X la #—f(¢,x) sia fortemente misurabile in A, e
per quasi tutti i 7€ A la x — f (¢, x) sia fortemente continua in X. Inoltre sia:

/¢, 2y <B@, (t,x)eAx X

per qualche # — B (¢) reale, integrabile in A;
¢) B e H siano tali che;

N(B)={r:Bxr=o}=={o} , &(H) C®(B)

ed esista un 4 > o tale che |Hx| < /4.

L’ipotesi &) assicura che A (¢) & integrabile secondo Bochner in A ([3
p- 80) e che esiste una ed una sola funzione (¢,s) ->U(z,s) di AXA in X,
assolutamente continua in A rispetto a #, s separatamente, continua in AXA

tale che:
t
) U(z‘,s):l—l—/A(O)U(e,s)de, (£, ) €A X A
dove I & Pidentita di X.
Dalla (2) si ha:
Ui, ) U(s,n)=U(,r), #,s,meEAXAXA
ed inoltre:

U (¢, s)

v =ABOUGE, ) q.o. t€A, per ogni. s€A,.

Quest’ultima comporta che le soluzioni secondo Caratheodory dell’equazione
lineare omogenea:

(Eo) dxldt—A () x = o

sono definite in A e costituiscono uno spazio isomorfo a X, essendo per ogni
s € A Tisomorfismo definito da: x —U (-, 5) x.

L’ipotesi 4) assicura che, se x€C (A,x), la funzione s> f(s,x(s)
¢ integrabile in A secondo Bochner [4], cosicché ([3], p. 83) ha senso
considerare, per ogni x €C (A, x) ed ogni 7 €A, lintegrale

'/'U(z‘, $) fls,x(s)ds .

Posto per comodita D = d/dt — A (#) ed indicato con N (D) lo spazio nullo
di D cioe¢ l'insieme delle soluzioni di (Eo), supponiamo che:

d) se Bo ¢ la restrizione di B a N (D), esista un operatore A lineare
e continuo con dominio D (A) = E e codominio & (A) = N (D) tale che
valga:

x€C(A, X) = (Iz— By A) <Hx—B/lU(t, ) f(s,x(5) ds): 0;



EMILIA SCRUCCA, Un problema ai limiti quasi lineare in spazi, ecc. 363

e) fissato xy € N(By) = {x: Byx = 0)}, e posto:
Tox () = x + AHx-—AB/U(t,s) S, x2(s) ds + /U(z‘,s)f(s,x(s)) ds

To x(¢) assuma valori appartenenti ad un insieme relativamente compatto di
X per ogni # €A, qualunque sia x €C (A, X).

TEOREMA. — Se somo verificate le ipotesi a), b), c), d), ¢),-il problema (1)
ammette almeno una soluzione.

Si verifica facilmente, che Ty definisce una trasformazione di C (A, X)
in sé¢ e che il problema (1) & risolto qualora sia provata l’esistenza di almeno
una soluzione dell’equazione:

(3) Tox = x.

¢
Infatti, poiché xy + AHx — AB[U (#,9) f(s,x(s)) dx e N(D), si ha:

x€C(A,X) = DTox(f) = f (¢, (), q.o. £ €A, nonché, sfruttando Pipotesi @):
x€C A, X)= BTox = Hx.

Per dimostrare ’esistenza di almeno una soluzione dell’equazione (3) sara
utilizzato il teorema di Schauder applicato alla trasformazione Ty. Osserviamo
intanto che:

UG, 9)|s < 1+ UI\A({})I}? |U<.9,s>]§da', ¢, ) eAxA
e dal lemma di Gronwall segue:
@ U@ 9lg Sexp(‘flA(&)lﬁd&D'
Allora da a), ), ¢), e dalla limitatezza di B e A abbiamo:

| Turr|e = oo 1AV G+ 1A B exp( 140 ca9) [£0)ds =< +oo.

Percio Ty trasforma in sé la sfera di C(A, X)
S:lzl, <w.
Inoltre To & continua in C (A, X). Infatti se x,—=x (in senso forte) in
C(A,X) da 6) e da (4) segue:
t .t
[Ue o £ ds [ e x ) ds

24, — RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fasc. 3.
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in C (A, X), applicando un teorema di passaggio al limite sotto il segno d’in-
tegrale, che & una generalizzazione di quello di Lebesgue ([3], p. 83); quindi
per la continuitd di H, B e A segue: Tyx, —Tox in C(A, X).

Ed infine da a), &), ¢), e dalle proprietd di U (¢, s) segue che To muta
C@,X) in un insieme equicontinuo. Infatti per ogni x ¢ C (A, X),

¢
t — Tyx(2) ———fU (¢,5) f(s,x(s)) ds appartiene a N(D), il quale, si verifica

facilmente, ¢ un insieme equicontinuo e inoltre, poiché si ha:

¢, z‘”EAz‘ [U(z‘”,s)f(s,x(s))ds——fU(z", $) fls,x(s)) ds Xg

v

A

gexp([\A(«f})[id%}>%|U(zf”,‘r)—U(z",T)]g[ﬁ(&)d;+l[ﬂ(;@)a’s

|

t
anche ¢ —>/U @,s) f(s,x(s))ds, al variare di x in C(A,X) descrive un in-

sieme equicorntinuo. Tenendo conto dell’ipotesi ¢), con un ragionamento ana-
logo a quello che si fa per provare il teorema di Ascoli nel caso delle funzioni
reali, ToS risulta relativamente compatto.

Osservazione I. — Se Bp ammette inversi destri lineari e continui B(f.
la condizione &) & sempre soddisfatta da A = By. Se Bo non ammette inversi
sinistri; N (Bg) ha dimensione infinita cosicché si possono considerare infinite
trasformazioni To. Se Bo ammette I'inverso Bg ' la condizione &) & sempre
soddisfatta da A = By', ;=0 e si ha:

¢

Tox(?) zBo—le——fBo—leU(z‘,s)f(s,x(s)) a’s—l—/.U(z‘, $) f(s,x(s)) ds.

T

Osservazione 2. — Le condizioni | f (¢, )|y < B(¢), |Hx|; < /% si potreb-
bero generalizzare analogamente a quanto si trova in [1] e [2].
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