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Equazioni differenziali. — Problemi ai lim iti per le equazioni 
differenziali m ultivoche^. N ota di M a r ia  G r a n d o lf i ,  p resen ta ta *̂ (**)5 
dal Socio G. S a n so n e .

Sum m ary . ■— This paper extends an existence theorem due to A. Lasota-Z . Opial 
on boundary  value problems for multi-valued differential equations to the case when the homo­
geneous problem has non-trivial solutions.

1. Recentem ente A. L asota e Z. Opial [5] (1) hanno affrontato il p ro­
blema ai limiti costituito da una « equazione differenziale m ultivoca » <2L

(1) dx (t)fdt ■—■ A (t) x  (t) e F (t -, x  (t))

con condizioni lineari:

(2) F x  =  r

e lo hanno risolto nell’ipotesi:

(3) dx (t)\dt —  A (t) x  (t) — o ■ , L x  =  o <t==> x  (f) =  o ,

applicando un  teorem a di pun ti fissi dovuto a K y F an  [4].
Scopo principale di questo lavoro è quello di far vedere come la stessa 

tecnica consenta di risolvere il problem a (1) (2) .in ipotesi su A , L  più generali 
della (3).

2. Sia A un intervallo com patto della re tta  euclidea.
K n indica, come di consueto, lo spazio euclideo (reale) ^-dim ensionale, 

con norm a | x  j . Sia 61 l’algebra delle m atrici (reali) n Y n .
Seguendo L.O. il simbolo | S | ,  quando S è un sottinsieme di R w, 

significa sup \ x \  .
x  €■ S

Se E è uno spazio lineare norm ato, o anche una varietà lineare di uno 
spazio lineare norm ato, con cf  (E) si indica la famiglia degli insiemi contenuti 
in E, chiusi, convessi, non vuoti.

Precisiam o ora il significato della (1). Siano:
a) A  : t  -> A  (t) una funzione da A in 61 m isurabile e integrabile;
b) F  : ( t , x)  -> F  ( t , x)  una funzione da A x R Ä in c f ( R n), tale che:
b\) per ogni x  € R"* , t  F  ( t , x)  è m isurabile in A, ossia per ogni 

p  e R w, la distanza di p  dall’insieme F ( t , x)  è una funzione m isurabile in A;

(*) Lavoro eseguito nelhambito dell’attività del Gruppo di Ricerca n. 11 del Comitato 
Nazionale per le Scienze Matematiche del C.N.R.

(**) Nella seduta dell’n  marzo 1967.
(1) In seguito indicheremo questo lavoro con L.O.
(2) Per le proprietà relative alle funzioni multivoche: C. Berge [3J.
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b£) per ogni t e  A , x  F ( t , x)  è sem i-continua superiorm ente (s.c.s.) 
in R 77, ossia per ogni coppia di successioni {x-}  , {>9} C R 77 le condizioni 
x i x 0 > y  'i Vo e V i e F  ( t , x t)  implicano: y 0 6 F  ( t , x 0);

b%) esistono due funzioni t  -> oc (f) , zf -> ß (/) m isurabili e integrabili 
in A tali che:

I F (7 , #) I <  a (t) +  ß (t) I x  I , (/ , r) G A X R”.

Si dirà allora che una funzione t -> x  (t) da A in R 77 è soluzione della (i) 
se essa è assolutam ente continua e si ha:

dx (t)jdt —  A (t) x  (t) e F  ( t , x  (fj) q.o. in A.

Precisiam o ora il significato della (2) e dell’ipotesi (3). Indichiam o con 
C77 lo spazio delle funzioni t  - > x  (f) da A in R ” , continue, con la norm a 
consueta II x  |, =  m ax I x  (i) | .

A
Seguendo L .O . :

c) L  sia un operatore lineare continuo da C77 in R 77 , r  e R 77.
Allora, se indichiam o con (L1)77 lo spazio delle funzioni t da A in R 77,

m isurabili e integrabili con la norma: I / J l 1 =  j  \ f  (f) | dt> la (3) equivale alla:
A

H) il problem a:

(4) dx (t)\dt '— A (f) x  (/) = . f  (f) , F x  =  r

am m etta una sola soluzione per ogni /  e (L1)77 ed ogni r e  R 77.
In  luogo di V), H) noi supporrem o che:

d)  L  sia un operatore lineare continuo da C77 in R 777 , r  e R 777.
Hi) A, L,V siano tali che il problem a (4) am m etta soluzioni per 

tu tte  le /  di una varietà lineare <Fr di (L1)77.
H2) detto § (x), per ogni x  e C77, l’insieme delle y  : A -> R 77 m isura­

bili, tali che y  (f) e F  ( t , x  (t)) q.o, in A, sia § (zi) e cf  (<Dr), per ogni v e C77 
tale che Fv  =  r.

3. Come è ben noto, da a) segue l’esistenza di una sola funzione 
( t , s) -> U  ( t , s) da A x  A in d , continua in A x A ,  soluzione dell’equazione:

t

U (* ,*) =  i , + J a  ( t ) u ( t ,  s ) d x
s

essendo \ n l ’identità in d .
U  (• , s) è un  operatore lineare, continuo, (anzi compatto), da R 77 in 

C77 cosicché il prodotto di composizione:

L u - L o U ( . x )

è un operatore lineare da K n in R 777 ; quindi esso si può rappresentare con 
una m atrice m x ^ *
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D ’altronde [6] ogni m atrice m y n  am m ette inverse generalizzate, vale 
a dire esistono m atrici Lu di tipo n y m  tali che:

Lu Lu Lu =  L u .

Fissato s E A, definiamo allora l’operatore lineare:
t t

r  : /  -> r /  =  -  U ( t ,  s) Lu l J u  (t , x ) f  (t) dx  +  j  U  ( t , x ) /  (x) dx
S S

da (L1)” in Cn. Si può dim ostrare facilmente, m ediante il teorem a di A scoli- 
Arzelà, che esso è un operatore compatto.

Fissiamo poi una soluzione c e R h di Lu c — o e poniamo:

H r =  XJ ( t , s) (c +  Lu r)

Si verifica che se f é  la funzione:

x  =  T f  +  H r

è una soluzione di (4). L a prim a delle (4) è im mediata; infatti, indicando 
con D l’operatore lineare d\d t —  A (/) da Cn in (L1)^ , abbiamo:

t t

D (T f  +  H r) =  D U  ( t , s) Lu L J u  (t., x) /  (x) < /t)+ D  j U  (i , x ) /  (x) dx  +
s s

+  D (U (V , j-) (V Lu r)) =
t

=  d J u  { t , x ) /  (x) dx = f ( t ) .
s

Q uanto alla seconda delle (4), si osservi che /  E significa che ci sono degli
/

y]E R n tali che Lu Y) =  r  ■— L J U (t , t ) / ( t ) ^ t ,  quindi:
s

t  t

L  (T f  +  H r) =  — Lu L u L  J u  (/ , x ) /(x )  dx  +  L  j u  ( t , x ) / (x )  dx  +  Lu c +
s s

+■ Lu Lu r  =
t  t

=  Lu Lu (r  ■— L  j  U  ( t , x ) /  (x) dx^j +  L  j  U  ( t , x ) /  (x) dx  =
s s

t

=  Lu Lu Lu 7) +  L j u  { t ,  x ) / ( x )  dx  =
J

t t _

=  r  ■— L J u  ( t , t ) / ( t )  d'ï +■ L j  U  (/ , t ) / ( t )  =  r  ,
 ̂ j
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Per il Teorem a i di L.O. la corrispondenza x  -> $ (x) definisce una trasform a­
zione lim itata da Cn in cf  f L 1)”), quindi per il Teorem a 2 di L.O. T& tra-' 
sform a Cn in cf  (Cn) ed è s.c.s.

Di conseguenza:

T :  x - > T ( x )  =  T $ ( x )  +  { H r}

è una trasform azione s.c.s. di Cn in cf (Cn).
Per com odità indichiam o con Vr la varietà lineare di Cn :

y r =  { v e C n : Yjv =  r}.

Per provare resistenza di soluzioni per il problem a (1) (2) sotto le ipo­
tesi a) b) d)  Hi) H2), è sufficiente m ostrare l’esistenza di una funzione v e \ r 
tale che v e T  (v).

Per H 2) T  trasform a Vr in cf  (Vr). Infatti la trasform azione cF, ricor­
dando l’ipotesi H2), trasform a Vr in cf  (Or); inoltre, per o g n i f  e<br , F f  f - H r  
è una soluzione delle (4); quindi Ff  +  H r  e V r , ossia F trasform a in 
Vr —  {H r}. Essendo F lineare, TàF (v) è convesso per ogni v e Vr e, ricor­
dando che è s.c.s., segue che F& (v) è chiuso per ogni v e \ r . Quindi 
è dim ostrato che T  trasform a \ r in cf  (y r).

Per x e C n e ^ e T  (x), per l’ipotesi £3) abbiamo:

(5) M* ^  llr l (a o +  ßo IH*) +  ||HrJ, , oc0 =  I a (t) dt
A

dove IT J indica la norm a di F. Supponiam o ß0 || P |[ <  1 e poniamo:

K q -  { x e C n : |M* <  p} , p =  (a0 |jr|| +  | |H r p  (1 —  ß01r[~ i)  +  a

a >  o, sufficientemente grande perché sia K e fi V, 4= 0  •
D alla (5) segue facilmente che T ( ^ ) C K Q per ogni x  e K Q , cioè T (K e)C  

C K Q, dove T  (K e) =  • U  T  (x). Perciò si ha pure: T  (K e fi Vr) C K Q n  Vr •
*€Ke

Essendo K e n  V, limitato, per il Teorem a 1 di L.O. f ( K e O V,) è 
lim itato e poiché F è com patto segue che T  (K e O Vr) è relativam ente com­
patto  in Cn .

Consideriamo ora la chiusura convessa di T  (K Q n  Vr) che indichiamo 
con co T  (Kg n  Vr); abbiamo:

^  T  ( k q n v r) c  cö (Kq n  v r) - K e n v ,

poiché \ rì come im magine inversa del punto r  m ediante l’operatore continuo 
L, è chiusa e K e n  Vr‘ è chiuso e convesso. Dunque:

T  (cd T  (K q n  Vr)) C T ( K e n  V r) C To T  (K c O V .) .

Quindi la trasform azione T  s.c.s. trasform a in sé l’insieme com patto e 
convesso co T  (K fi n  Vr) e, applicando il teorem a di punti fissi di K y F an  [4], 
segue l’esistenza di z / € ^ T  (Ke n  Vr) e quindi v e V r , tale che v e T ( v ) .
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A bbiam o così il:
T e o re m a  i. -  Se valgono le ipotesi a), b), d ),. Hi), H2) e se:

ßo =  J  ß 0) dt
A

£ abbastanza piccolo, z7 problema (1) (2) soluzione.

4. Se car. Lu =  ^  <  n, allora (4) ha soluzioni per ogni / e  (L1)  ̂ e ogni r  
e viceversa. Diciam o H 3) questa ipotesi.

Se vale H3) , =  (L1)^ per ogni r  € R w e in questo caso la H2) è sen­
z’altro soddisfatta. Dal Teorem a 1 segue quindi il:

T e o re m a  2. — Se. valgono le ipotesi a), 7), <7), H3) ^

ßo =  I  ß (0  dt
A

abbastanza piccolo, i l  problema (1) (2) soluzione qualunque sia r e  R m. 
Se car. Lu =  m — n, allora esiste una sola m atrice Lu e questa è l’in­

versa di L u , per cui l’unica soluzione di L u r  =  o è  ̂=  o. In questo caso si 
ha il:

T e o re m a  3 (di L.O.) -  Se valgono le ipotesi a), b), e), H) e se:
f*

ßo =  j  ß( t )  dt
A

e abbastanza piccolo, i l  problema (1) (2) ha soluzioni per ogni r e  .

5. Concludiam o con una applicazione del Teorem a 1. Consideriam o il 
problema:

(17  dx  (t)\dt —  A  (*) x  (t) e F ( t , x  (*))

(2O x  (T) — x  (o) =  o

dove A  (f) è una m atrice n x n  periodica di periodo T  e F: ( t , x)  -> F  ( t , x) 
una' funzione da R x R ” in c f (R n), tale che F  (t +  T  , x) =  F  ( t , x).

Siano soddisfatte le ipotesi a) b) del Teorem a 1 e sia:

(4O dx (t)Jdt — A  (t) x  (t) = f  (t) , x  (T) —  x  (o) =  o

con ; / (t +  T) = / (t), il problem a analogo al problem a (4) del n. 2. È ben 
noto che se il sistem a omogeneo ( /  (t) =  o) ha soluzioni periodiche, anche il 
sistem a aggiunto ne ha; indichiam o con Z lo spazio di queste soluzioni. 
A llora si ha:

T

$0 =  j / € (L1)* : Jz*  ( / ) /0 0  dt  = 0  , z e  Z
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Supponiam o che F ( t , v (/)) e cf  (O0) per ogni v € V0 , essendo V0 Io spazio 
delle funzioni da R in R* continue e periodiche di periodo T. A llora (V) (2') 
am m ette almeno una soluzione x  (t) e quindi la (V) ha almeno una soluzione 
periodica di periodo T.

Questa è una generalizzazione del teorem a di I. B arbalat e A. H ala- 
nay [2] nel quale F  ( t , x  (fj) è una funzione univoca.
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