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Analisi matematica. — Swr lexistence de la solution réguliére
pour le probléme de Dirichlet de I équation elliptique non lindaire d’ordye
2 k. Nota di J. Necas, presentata ® dal Socio M. Piconk.

RIASSUNTO. — Il problema di Dirichlet & considerato per un’equazione a derivate
parziali non lineare di tipo ellittico. Il problema vi & risoluto, riconducendolo allo studio di
un’equazione differenziale ordinaria, nello spazio di Banach.

I. INTRODUCTION. — Cette note se rattache étroitement au travail [6] de
Pauteur. On cherche une solution faible # de C*"*(Q) du probléeme de
Dirichlet pour I'équation elliptique dans la forme de divergence

(1.1 2) 2, 0D (v, Duy) = &, 0y,

avec f,€CV"(Q).CH*(Q) est I'espace des fonctions dont les dérivées
jusqu’a l'ordre % sont p-héldériennes dans Q, Q étant un domaine borné 3 la

frontiére 8Q, assez réguliére. On désignera dans la suite en bref [2] C# Q) =

. . al?l e .
=|#|;,n. La notation usuelle D/ = — est utilisée. Les conditions
1t .. .axN
1 N
aux . limites:
/\l _
(1.2 a) C,C—\;;—:g,,gZEC(’é ’)’”(ag), [l=o0,1, -k—1,

ou 8/dn signifie la dérivée selon la normale extérieure.

Satisfaire (1.1 a), cela signifie: pour chaque ¢ €D (Q) (D (Q) est len-
semble des fonctions indéfiniment contindment différentiables 3 support
compact dans Q) on a:

(1.1b) f >y D[cp¢1~(x,Df'u)dx:[ Y Diof dx.

J [ <% lil <%
Q
En ce qui concerne les conditions aux limites, on les écrit aussi sous la forme
Lre G
(1.2 b) u—uy € CPVH(Q),

) — 4 0 .
olt uOEC(k)’”(Q),%n%:gl sur 2Q,/=o0,1, - £A—1 et C?*(Q) est le

sous—espace de C¥** (Q) des fonctions v telles que Y —o sur 3Q,

ont

/=0,1, - kb—1.
Cherchons # (¢, 7) une application de la courbe M= {(#,7);0< <1,
t=0;¢t=1,0<t<1} dans C*®*(Q) continue avec Qufot pour o < £ <1,

(*) Nella seduta dell’11 marzo 1967.

23. — RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fasc. 3.
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T =0 et telle que

(1.3 a) LD — 1, sur 20,
(1.3 b) 2 (t, %) — tuy € CO* (Q),
(1.4 ) ME_ (—0"Di(a; (x, Dyu (¢, 7), 2) +
+(1—7) ; (—0 "D, (x, Diuz,7), ) =1 Ek<~ 1) 'Dif, dans Q,
(1.4 b) f‘i‘};sz‘% (x,Diw(t,x), ) dx +
g

+<1-—¢> E Digd; (x,D7u(t,%), z)dx_z/}_‘, Digf,dx pour ¢ de D (Q).

On suppose @, (x , D’ %, 1) = a;(x ,D7%) ,a,(x ,0,0)=6,(x ,0,0) =0

et a]c);u =o pour || =4
La fonection —augl;—’q-)=w résout pour 7= 0 le probléme lindaire
(1.5) H%q(—- 1) "Df (0, (x, D%« (¢, %), #) Diw) +
t>\7
3 (0D, D (%), ) Diw) = X, =0y—
{171 < % <%
da; o ‘Iz ob; [s3

— “Eq( Dl 1D‘< % e, D u(t, ), z)) [§k<_1>1 D (-ai—(x,D u@,T),x))
dans Q,
(1.6) 83172? =g sur 2Q,
\ [ da; 3b;
ol on désigne P sy by .

Désignons par w =N (u, ¢,f,, #,) I'application associant la solution
de (1.5), (1.6) & =u,¢,f;,u,, dont l'existence on suppose, cf. plus loin,
Le probleme (1.3), (1.4) équivaut pour T = 0 au probléme de Cauchy:
(1.7) L%TL:N(%(Z),Z‘,{,%O), pour o<¢<1,%(0,0) =o0.

Soit F (s) une fonction positive, continue et non décroissante telle que
pour les solutions eventuelles de (1.7) dans (0,¢),0 <e <1

ou (2,
(8) | 252, <F dukew.
Résultats: (cf la formulation plus preclse loin):
) J > ¢ entraine I'existence d’une solution de (1.7) et donc de

(1.3), (1.4) pour T =0 et 0o <# <.
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(i) Si une estimation «& priori» |# (¢, 0)|s,, < const est connue, il
existe une solution de (1.3), (1.4) pour T =o0 et 0 < ¢ < 1.
(iii) Si une estimation «& priori» {u (¢, ©) s, < ¢ (») est connue, f,
étant dans une boule du rayon 7, %, fixe, alors il existe une solution de (1.3),
(1.4) sur toute la courbe M, spécialement pour # = 1 = 1.
Au point (iii), on utilise la notion du degré de Leray-Schauder et on ob-
tient les résultats proches aux résultats du travail de F. E. Browder [2].
On utilise des estimations pour les opérateurs linéaires essentiellement. On
s'appuye sur les résultats du travail de J. Kadlec, J. Netas [5], qui est une
généralisation des résultats du travail de S. Campanato [3] (oli on s’occupe des
équations du deuxiéme ordre) pour les opérateurs elliptiques d’ordre 2 4. Cette
généralisation est presque immédiate pour le probléme de Dirichlet en question.

2. SUR' L’APPLICATION N (u,?,f;,u;). — Supposons les fonctions
a;(x,%;,£) continues et une fois contintiment différentiables en ¢, ¢ pour

)

.?CEQ,'—'.OO<2;j<OO,0§t£I. Notons a,; = ZZ’ et supposons
7
(2.1) (a5 L) =2y (0 e, D] < gk(iCaIJrlna[))-

’ (lx—_ylu_{—mizsklza'_‘nal):

(2.2)

‘ da;

T )= 0o n|al B (%] + D))
,(Ix_y1ll+ 2 |Ca—71a|),
la| <%
(2'3) ’ @y (x y Ca ’zll)ﬂ_‘dij (y’na’l‘l)““dij (X‘,Ca,lé) ’}:% (y » Na )Z2>] <

<a( T (Ll+lmd)(z—s+ X |W—ml)o(n—a)

Ca;

o7 <.y y Ny Zz)

da; [ 2a; da; ‘
(2.4) ! o @l ) — (57 (0 mes ) — S (e, G 1) +

<
SQ(MES%(\QH lnal)>(IX~;v\”+mlEg| Ca—nal)wﬂi«‘z—h!),

@35) ey, G ) —a; (@, M, ) —ay (¥, v, )+ ay (v, g, )| <
<af B, (8t HeD) e —r1" X (Gl +v—uml)+

FE et ]+ S (Gl + e )

fal,|BI <4
UG =+ I —w]
(2.6) I'inégalité (2.5) pour 2a,/3z.

Ici c1(s) est une fonction continue et positive pour 0 < s < 0o et (s) une
fonction continue et non-—négative pour 0 < s < oo, ® (0) = o.
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Supposons encore que pour §; réels on a

@) o Zlnal) B ¥ a0ty

a| <%k [Z], 7 |=F

ol ¢z (s) est une fonction continue et positive pour o < s < oco.

Les hypothéses pour les coefficients &, soient les mémes, sauf (2.7). Rappe-
lons que 24;/3C; = o pour |/ | = .

On désigne encore par W’ (Q) I'éspace des fonctions dont les dérivées
jusqu’a l'ordre % sont de carré sommable sur Q muni du produit scalaire

0
f Y DioD’udx et par W (Q) la fermeture de D (Q) par rapport a la
S| S
R
norme de Wy~ (Q).
Soit | %[, < R < oo (on dira dans la suite R de (2.8)) et supposons:

0
si we WS (Q) et si pour chaque o€ (Q):
(2.8) ¥y a;(x ,D%u , ) D? oD/ wdx +

J 17 s
b
—i—j » b (x,D%u , £) D oD/ wdx = o, alors w = o0.
161,17
8

Il suit des hypothéses (2.1), (2.2), (2.7), (2.8) et des estimations pour
les opérateurs linéaires, cf. J. Necas [7], chapitre 3 et 5 et J. Kadlec,
J.Nedas [5] (cf. aussi le travail [1]; on peut I'appliquer immédiatement pour

N > 3): si [#,, <R, il existe un élément unique w €CP"(Q) tel que

0 _
(2.9) ® — oy € C* (Q)

et tel que pour chaque ¢ €9 (Q)

(2.10) Y a;(x,D%u,?) D oD’ wdx +

J il <%
Q

+[ ¥ bl-]-(x,D“u,z‘)D"chfo)dx=f Y Diog,dx,
i), 7] <% : 4] <%

Q Q
ou g; €C"(Q), mo €CH*(Q).

En effet, premi¢rement, d’apres les résultats bien connus, cf. par exemple
le travail [7]: pour chaque = de CH*(Q) avec |#fpu<R, il suit de
Ihypothese (2.7), (2.8) I'existence d'un élément unique w de W (Q) tel
©

0
que © —17y € Wy (Q) et tel que (2.10) est satisfaite; de plus on a l'inégalité

(2.11) I wHng) < f3<H %HW;&) + mgkﬂgi HL2> :



J. NECAS; Sur Uexistence de la solution réguliére pour le probléme, ecc. 351

Ici ¢3 dépend de # et ¢ Mais il suffiit de suivre les raisonements de la
démonstration du lemme 1.4, chapitre 5 du livre [7] pour voir que

(2.12) [l < es (L] ( [0l + |i125kﬁgi HL,> :

ou ¢ (s) est une fonction continue et positive pour 0 < s < oo.
Nous obtenons comme une conséquence immédiate du travail [5] et
des hypotheéses (2.1), (2.7) et de (2.12) lintégalité:

(213 ol < e Qlens ) (Ienlkon + 2 leckn),

ou ¢ (s, p) estune fonction continue et positive pour 0 < s < coX0 < @ < I.
Il s’ensuit qu'il existe une solution unique dans C*"'* (Q), soit w, du probléme
(2.14) w — uy €CP*(Q)

pour chaque ¢ €D (Q)

(2.15) / Y 4,(x,D%,)DicDiwdrt+| Y, by (x, D%, ) Di oD rodx =
JoliLli<4 B
!

71 <%

, . das 065 ;
:J > D’cpfl.dx—[ ¥ [5; (x,D"%,z‘)—[—a—z(x,D"u,z‘)}D’cpdx.
s 6<% o 21 <%

Désignons comme dans l'introduction par w =N (%, ¢, f; , ). Il suit main-
tenant de (2.1)—(2.6) et de (2.13) facilement

LEMME 2.1. — Soz7 o1 <R, |o, pu<<p1r , /=1,2,0<2¢<1, | fifon <
<p2e<oo,|owle, <p2,w1 =N (u,,2,f;, uy). Alors

() Jeor —wa e < 5 (pr, p2) |2 — 22 oy s
(i) Lapplication N (u,t,f;,uy) est continue comme [application
Ji sty —w, uniformément par rapport | ulp,, < e1 et 0 <t < 1; :
(ili) Papplication N (u,t,f;, uy) est continue comme Iapplication
u, t —w; ici ¢5 (P1, P2) est une fonction continue et positive pour o < p1<oo X
X0 < pa<< oo,

3. L’EXISTENCE DE LA SOLUTION # (¢,0). — Une fonction z (¢, 0)
étant une solution faible appartenent & C*'*(Q) du probléme (1.3), (1.4)
pour 0 <7¢ <e <1, telle que |%(#,0) s, <R et telle que %(&‘, 0) est

au

une application continue, on' a 5 =N (@) ,t,f;, %), 4(0,0)=0 ce qui
équvaut a
t
3.1) u(z‘,o)=fN(u(s),s,’f,.,uo)a’s
0

et réciproquement: si une application continue % (#,0) de (0,¢) dans

CH*(Q) satisfait 2 (3.1), elle est aussi une solution du probleme (1.3), (1.4).
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En utilisant le théoréme connu et facile sur I'éxistence d’un point fixe
unique d’une contraction, on obtient:

(3.2 a) il existe un tel ¢ > o,

(3-2 b): si % (#,0) est une solution mentionnée dans l'intervalle 0 < # < ¢ < 1
et |u(¢,0)],,n <R, il existe un prolongement de cette solution sur un
intervalle 0 <# <e1,1>¢ > c.

On voit facilement l'unicité de la solution de (3.1) dans lintervalle
d’existece de cette solution.

Soit maintenant # (¢, 0) la solution en question dans l'intervalle o < ¢ <
<e =<1 et F(s) une fonction continue, non-décroissante et positive, définie
pour 0 <s < oo, telle que

(3-3) IN@@ .2, fisu) | <F (Ju(®]
On désigne par y () la solution du probléme de Cauchy »' (#) = F (y @),
y (0) = o. Nous obtenons:

LEMME 3.1. — Les hypothéses (2.1)~(2.8) soient satisfaites. Soit R de (2.8)
égal alinfini et ¥ de (3.3). Alors la solution u (¢, 0) du probléme (3.1) se prolonge

hu)‘

sur Uintervalle o <t <e<1 s ¢ <f“Fa(,§) . ST une estymation «a priori»
0
(3.4) [, 0)hu <e¢ <R

est connue, la solution se prolonge sur tout lintervalle o <t <1 O,

En effet, on obtient pour le premier cas et pour #, ot la fonction 2 (2, 0)|s
est définie: |« (¢,0)|s,u < ¥ (¢). Soit % (¢,0) définie sur lintervalle 0 < 7 <
et ¥ (¢) sur Pintervalle 0o <z<e. Pours1,% on a |u (4, 0)— u'(ts, 0) lew <

SJ“N (w (), 7, f; up)| dr ng (2 (Do) dr ng (y (®))dr -0 pour

t1,f3 >e—o0, donc il existe lim «(¢,0) = u (¢, 0) dans C*"*(Q). Alors
' t—>e—0
u (¢,0) se prolonge sur lintervalle o <# <e. Par les prolongements suc-

cesifs, on obtient ’assertion.

Si (3.4) est vrai, on démontre de la méme manitre qu’on peut prolonger
u (¢,0) sur tout lintervalle o < ¢ < 1.

Nous obtenons alors facilement:

THEOREME 1.~ On suppose (2.1~(2.8), b,=o0, f,eC"”* (Q), 2, €eCP*(Q).
Soit R = oo de (2.8) et F (s) une fonction satisfaisant (3.3). Alors il existe
une solution faible de C™"*(Q) du probleme (1.1 b), (1.2b) 7

d
(3-5) /?(% > 1.

0

(1) On peut démontrer que F (5) < ¢1 -+ ¢2 5 si une estimation [l @) lz,p < ¢ est connue,
Cela découle d’une estimation du travail [5]. :
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St la condition (3.35) est satisfaite uniformement pour un voisinage de
Jiyttg, la solution u construite audessus dépend contindiment des données dans
ce voisinage.

En effet, la derniere partie du théoréme suit d’un théoréme bien connu
sur la contraction dépendant du parametre et du point (ii) du lemme 2.1.

THEOREME 2. — On suppose (2.1)~(2.8), b,=o0 , f;€C V" (Q), 2,eC** (),
R = oo de (2.8) et [lexistence d'une fonction F (s) satisfaisant (3.3). Alors
il existe une solution faible de C*'™(Q) du problime (1.3b), (1.4b) pour

‘00

ds

o<t<e 52 €<]F—®'
0

THEOREME 3. — On suppose (2.1)~(2.8), b, = o, f, € C* (Q) 4, € CP*(Q),
une estimation «a priovi» pour la solution de (1.3b), (1.4b): |u(#,0)|s, <
< e < R. Alors il existe une solution du probléeme (1.1), (1.2).

Remarque 3.I. — Si lestimation [z (#,0)[;,, < ¢ est connue pour un
voisinage de f; , #,, on a la dépendance continue des données de la solution
construite.

4. I’APPLICATION DU DEGRE TOPOLOGIQUE. — Supposons maintenant
b;(x,%;,6)==0. Soit a>o0et |Flou<a,|i|<k,u, fixe e¢ R(a) la
constante de (2.8) correspondant & F;,#,. Supposons l'existence d’une
fonction continue et positive p (@) telle que

(4.1) o (@) <R ()
et d’une estimation «a priori»
42) EAGOIES JORS

Pour f;,u, en question, fixes, supposons une .estimation «3& priori»
4-3) loe (1, Dlew =7

En vertu du théoréme 3, utilisé pour le paramétre Tt=o0 et F,; et en vertu de
la remarque 3.1, 'application F; —# (1, 0) est une application continue de

[CO* (@] dans C*""(Q), ot % est le nombre des indices | 7| < 4. Notons
cette application: A (F,) = % (1, 0) et considérons I'application

(44 ug—A(f—b,(x, Ding+ DI, 1)) de (0, 1) xCOF(Q) dans CO* (©),
Pour fixer les idées, soit aussi

(4-5) | 2t e <7

et considérons (4.4) dans la boule Bz, = {|v s, < 37}; (4.4) est une homo-
topie des applications compactes. Considérons enfin I'application (2, -+ v) —

(2) Pour le moment, on cherche une solution pour T =o0; on peut remplacer (4.2)
par d’autres conditions formulées aux théoremes précédents,
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— A (f;—7b; (x ,D’uy+ Do, 1)); cette application est en vertu de (4-3),
(4.5) différente de zéro sur la sphere |v[;,, = 37. Le degré (cf. J. Cronin [4])
de cette application par rapport a l'origine et & la boule ] < 37 est:
d[(ug+v) —A(f;—rb;(x,D/ 4y +Di v, D), By, ;0] =4 [(uy+2o)—A(f),
Bs, ,0] = 1, alors on a:

THEOREME 4. — Supposons (2.1)~(2.8) f,€CV*(Q), u, eC? " (Q),
(4-1,~(4.3). Alors il existe une solution du probléme (1.3 b), (1.4Db).
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