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Analisi matematica. — S ur Vexistence de la solution régulière 
pour le problème de Dirichlet de Véquation elliptique non linéaire d'ordre 
2 k ,  N ota di J . N e c a s ,  presentata (*} dal Socio M. P ic o n e .

R iassunto . — Il problema di Dirichlet è considerato per un’equazione a derivate 
parziali non lineare di tipo ellittico. Il problema vi è risoluto, riconducendolo allo studio di 
un’equazione differenziale ordinaria, nello spazio di Banach.

i. I n t r o d u c t io n .  -  Cette note se rattache étroitem ent au travail [6] de 
l’auteur. On cherche une solution faible u  de Ö k),v> (Q) du problèm e de 
Dirichlet pour l ’équation elliptique dans la forme de divergence

( i . i  a) 2  (—  i ) |i|D ‘'(a,.(* , D>«)) =  2  (— 0  '''D 'y,.
I Û <  k | * \ < k

avec /,-eC (0,"‘ (Q ) .C w 'l‘ (Û) est l’espace des fonctions dont les dérivées 
ju squ’à l’ordre k  sont p-hôldériennes dans £2, Q étan t un dom aine borné à la 
frontière 30 , assez régulière. On désignera dans la suite en bref \u  \ (Q) =

gl »1
=  W k n - L a notation usuelle D '=  — :------ j— est utilisée. Les conditions

aux limites:

T 2 a ) S r  =  g i ’g i e (3Q), 1 =  0 , 1 k —  i,

où djdn signifie la dérivée selon la norm ale extérieure.
Satisfaire ( i . i a), cela signifie: pour chaque <p € ® (Q) ($  (Q) est l’en

semble des fonctions indéfiniment continûm ent différentiables à support 
compact dans ü )  on a:

( i- i  b) 2  D ‘V A *  , D y u) d x  =  f 2  D ’ f f - d x .
-/ 1*1 < & J ■ |*| < k
ö O

En ce qui concerne les conditions aux limites, on les écrit aussi sous la forme 

(■•2 b) u  —  u 0 e C ^ ’*1 (Ö),

où u0 e CW,M" (O) , A U  =  gl  sur 3 0  , l  =  o , i , • • • k  —  i et CW,|V (Ö) est le

sous-espace de C(i)’(l (O) des fonctions v  telles que - A  =  o sur 30,
1 = 0 , I , • • • k --- I .

Cherchons u ( t , t )  une application de la courbe M  =  { ( t , t ) ; o <  t  <  r , 
T — o \ t  =  i , o <  t  <  i } dans C(̂ 5jx (Q) continue avec ?u/3t pour o <  t  <  i,

(*) Nella seduta dell’l l  marzo 1967.

23. -  RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fase. 3.
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T =  o et telle que

(1-3 a)

(!-3 b)

(1.4 a)

dl u ( t ,  t)
--------^ ---------- =  tgl sur cQ,

U (i ,  t )  —  tu0 e C w ’* (Q.),

X (—  0  MD ‘'(0,-O , Dy u (t, t )  , *)) +
1*1 < ^

+  (I —  T) X  (— 0  |I,D ' <& (* - Dy « 7 , 9  » 0 ) =  * S  (—  0  dans O,i<£ \ i \<k

(14  b) / 2 )  D* 9 ^  (;r , D-7 z/ (/ , t )  , t) dx  -f-
J  \ i \ < kQ

+  ( i - î )  2  D*<pbz (x , D yu ( t , T ) , t ) d x  =  t f  2  T y ty f id x  pour 9 de 3>(ü).
J \ i \ < k  J  \ i \ < kQ Q

On suppose ai (x , Dy u  , 1) =  (x  , D -^) , ^  (4 , o , o) =  (x , o , o) =  o

6t -n> ~  °  pour I = k -c'Dy ^
L a fonction d̂t w  résout pour t  =  o le problèm e linéaire

(1.5) X  (—  0  1 ' D !’ 0 ,y (* , D “ « ( t , t )  , 2“) Dj w) +
\i\AJ\<k

+  X  (— I) 1 ‘ 'd*' (bij (x , D a u ( t  , t:) , t) D iw )  =  X  ( ~  0  U L ’/ ,- -
l»l>Uî < i  \ i \ < k

3/ W
dnl =  sur aO,

9æ* db,
b -  =  b; ; .

dans Q,

(1.6)

où on désigne

Désignons p ar =  N (u , t  y f i , z/0) l’application associant la solution w  
de (1,5), (1.6) à u , t  , f i , u0 , dont l’existence on suppose, cf. plus loin. 
Le problèm e (1.3), (1.4) équivaut pour t  =  o au problèm e de Cauchy:

0 -7 ) —  ^  T) =  N (u (t) , t  ,/,■, «o), pour o < / < i , « ( o , o )  =  o.

Soit F  (s) une fonction positive, continue et non décroissante telle que 
pour les solutions eventuelles de (1.7) dans (o , z) , o <  s <  1

du { t , O)(1.8) dt k,\n, <  F  ( I k M -

Résultats: (cf. la form ulation plus précise loin): 

d s

®  J F (s)
>  s entraîne l’existence d ’une solution de (1.7) et donc de
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(ii) Si une estim ation « à priori » \u  ( t , o)||Aj|1 <  const est connue, il 
existe une solution de (1.3), (1.4) pour t =  o et o < / ^ i .

(iü) Si une estim ation «à  priori»  \ u  ( t , x)\ktV, <  c (r) est connue, /,. 
é tan t dans une boule du rayon r  , uü fixe, alors il existe une solution de (1.3),
(1.4) sur toute la courbe M, spécialement pour t  =  t  =  1.

A u point (iii), on utilise la notion du degré de L eray-S chauder et on ob
tient les résultats proches aux  résultats du travail de F. E. Browder [2].

On utilise des estim ations pour les opérateurs linéaires essentiellement. On 
s’appuye sur les résultats du travail de J. Kadlec, J. Necas [5], qui est une 
généralisation des résultats du travail de S. C am panato [3] (ou on s ’occupe des 
équations du deuxièm e ordre) pour les opérateurs elliptiques d ’ordre 2 k. Cette 
généralisation est presque im m édiate pour le problèm e de D irichlet en question.

2. S u r  l ’a p p l ic a t io n  N (u , t , uQ). -  Supposons les fonctions
, Kj , t) continues et une fois continûm ent différentiables en Z,,, t pour

m Y da■ Jx  £ Lï , o o < Ç y < o o , o < / <  I .  Notons aij — ■ et supposons

(2 . 1) \ a a {x  , Ça ) 0 -  a ij O  . IQa , t )  1 < a ( ' X  ( K a 1 +  h a | ) j -\\ |  a i  < k

' ( I
x — y \ v‘ +  X \ Z a ~ ~  )̂a \ \  )V 1 a  j < k J

(2 .2) dai
~dt ■ ( x  , dai / a

----- W ) <  C\ ( , 2  (It. 1 +  N a  1 ) V
\| a 1 < k )

• (1 x — y \ ' l +  X *̂}a |i  j
\ |a |  < ,k 7

(2-3) 1 a i,-(x , Z a , A) —  a #  ( y  , Y)a , t i )  —  a #  (x  , Ça ) ^2) +  a ij ( y  . fia , t i )  \ <

< C l(
\| aX1 < k

( |C „ t ! + 1 4 a | ) j ^ |  x  y]** + X
|a | <kj  Z a - y i a \ ' ) w ( 1 h —  h  1 ),

(2-4) dai /
,Za > * o - i ' ç w  ( y  > ^  > **) -

dai
~ ~ d f (x  j Ça ) ^2) +  7 r  ( y  ’ 7i« ’ iz~)

<  Cl (
\ j a

X
'.\<k

( 1 ^ < 1 +  h * \ ) ) ( \  * — y \ ' l +  XJ \ 1 a 1 <
1 Ça —  Via

k
1 j  w ( ! h — t i  1 ) ,

(2*S) I a ij (% > > 0 a ij ( x  > v)a > 0 &ij ( y  j va , t ) -j- a {j  ( y  , , t ) I <
^ a | + h a | + |  Va | + 1 [V | ) j  j \ x ~ y  | ^ ^ X   ̂ ( | Va [ +  | Va ~  p o | ) +

+  | a ^ J ^ a —  71a_  V“ +[X“ I + | „ | , ^ < / ^ a “ Val +  ^ D -

‘ ( I ' ß̂ I +  I Vß — ffß I ) j ’
(2-6) l ’inégalité (2.5) pour da{/St.

Ici a  (s) est une fonction continue et positive pour o <  s < oo et co (s) une 
fonction continue et non-négative pour o <  ^ <  co , co (o) =  o.
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Supposons encore que pour Çy réels on a

(2-7) *)a IÌ ôs — *ÿ (,x  i 9  !
/ I a I <£ I * |> i7 |=Æ

où C2 (s) est une fonction continue et positive pour o <  r ■< 00.
Les hypothèses pour les coefficients bi soient les mêmes, sauf (2.7). R appe

lons que dbJdKj — o pour |y | =  k.
On désigne encore p ar W ^ ) (O) l’éspace des fonctions dont les dérivées

ju sq u ’à l’ordre k sont de carré sommable sur O m uni du produit scalaire 
r 0

2  D* vDJ udx et par (Q) la ferm eture de (O) par rapport à la
J \ i \< kQ
norm e de (O).

Soit J u \k iV,<  R  < 0 0  (on dira dans la suite R de (2.8)) et supposons:

si w  G (O) et si pour chaque cp G % (O):

(2.8)
\i UI j  I < k

(x , D a u , t) D* 9D j  wdx -j-

+  2  b# (x , D a u , t) D z 9Dj wdx — o, alors w  =  o .
J  \ i \ A J \ < kQ

Il suit des hypothèses (2.1), (2.2), '(2.7), (2.8) et des estimations pour 
les opérateurs linéaires, cf. J . Necas [7], chapitre 3 et 5 q  J. Kadlec, 
J.N ecas [5] (cf. aussi le travail [1]; on peut l’appliquer im m édiatem ent pour 
N >  3): si | |^ |^ jtx <  R, il existe un élém ent unique tel que

(2.9) «  —  v0eC (kh>l(ß)

et tel que pour chaque 9 G S) (Q)

(2.10) J 2  aij (x  > D a u , t) D* 9D^ cùdx +
J \*\Aj \ <k .

+  / 2  b# (x , D a u  , t) D* cpDJ (ù d x =  ^  D* 9g{ dx  ,
/ Hd/I<* J  M<*

Q fì

où gi e C(0>’11' (Q) , î70 e (O).
En effet, prem ièrem ent, d ’après, les résultats bien connus, cf. par exemple

le travail [7]: pour chaque u de C(̂ )slA(0 ) avec \\u\\k,ll<  R, il suit de
l’hypothèse (2.7), (2.8) l’existence d ’un élément unique 00 de (O) tel

que co— Vq g (O) et tel que (2.10) est satisfaite; de plus on a l’inégalité
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Ici C3 dépend de u  et t. M ais il suffiit de suivre les raisonements de la 
dém onstration du lemme 1.4, chapitre 5. du livre [7] pour voir que

(2-12) Il“ lw<*) ^  ( 1u M ( K l l ww +  E  -2 \ w2 \i\<k 7

ou C3 (s) est une fonction continue et positive pour o <  s <  00.
Nous obtenons comme une conséquence im m édiate du travail [5] et 

des hypothèses (2.1), (2.7) et de (2.12) l’intégalité:

(2 *1 3 ) Il ^  \k,'[x ^  ^4 (1^1/1,^) (-0 ( I ^0 IÎ jM' IS i \k5 j
V \i\<k. !

ou (s , pi) est une fonction continue et positive pour o < j < o o x o < [ x < i .  
Il s’ensuit q u ’il existe une solution unique dans C(̂ ),,A(Q), soit w, du problèm e

(2.14) w  —  u0 e C {k),ll(Q) , 

pour chaque 9 e ®  (O)

(2 .15) / 2  aij (x  ’ D au , t ) D z f D ^ w d x f -  T 2  bÿ(x  , D a u , t) D* <pD*w d x=
j  I t\y\j \ <k J I Ì\,\j\ <k
Q Q

E D’cp<fidx- E
m<*

è ai
~dt~

db,( x , D a u ,t)  -|— ( x , D a u , t) D* <pdx.

Désignons comme dans l’introduction par w  =  N (u , t  , f ï , m). Il suit m ain
tenan t de (2.1)—(2.6) et de (2.13) facilement

Lemme 2.1. -  Soir pi <  R , I ut f ^ : <  pi , /  =  i , 2 , o <  t <  i , |/;||o ,lx <  
<  P2 <  00 , I u0 <  p2 , w i =  N (ut , t , / • ,  u0). Alors

(i) \wi  ■— W2 \kilL <  £5 (p i , P2) I —  m \\k}ii ;
(ii) Vapplication N (u , t , f ï , u0) est continue comme Vapplication 

f i ,u xs~->w, uniformément par rapport | u |&>M, <  pi et o <  t  <  1;
(iii) Vapplication N (u , t , f i , u0) est continue comme Vapplication 

u , t —>w, ici C5 (pi , P2) est une fonction continue et positive pour o <  pi < 0 0  x  
X O  <  p2<  00.

3. L ’e x is te n c e  d e  l a  s o lu t io n  u ( t f o). -  U ne fonction u  ( t , o) 
é ta n t une solution faible appartenent à (Ü) du problèm e (1.3), (1.4)

pour o <  t  <  s <  i, telle que [ u (t , 0) \\k)[l <  R  et telle que - ( t , o) est

une application continue, on a ~  ■= N (u (t)\ t , f .  , u 0) fu  ( 0 ,0 )  =  o ce qui 
équvaut à

t

(3-1)! u ( t , o) =  J n  (u (s), s  , u 0) d s
0

et réciproquem ent: si une application continue u ( t , o) de (o , s) dans 
C ^),fA (0 ) satisfait à (3.1), elle est aussi une solution du problèm e (1.3), (1.4).
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E n utilisant le théorèm e connu et facile sur l’éxistence d ’un point fixe 
unique d ’une contraction, on obtient:

(3-2 a) il existe un tel £ >  o,

(3.2 b): si u ( t , o) est une solution m entionnée dans l’intervalle o <  /  <  s <  1 
et \ \u(t ,o)\\k^  <  R, il existe un prolongem ent de cette solution sur un 
intervalle o <  t <  z\ , 1 >  >  s.

On voit facilem ent l ’unicité de la solution de (3.1) dans l ’intervalle 
d ’existece de cette solution.

Soit m ain tenant u ( t , o) la solution en question dans l’intervalle o <  t <  
<  £ <  i et F  (j) une fonction continue, non-décroissante et positive, définie 
pour o <  ^ <  00, telle que

(3-3) ï N (u(t)  , t , f i , u0) I <  F  (J u (t) 1̂ ) .

On désigne par y  (t) la solution du problèm e de Cauchy y '  (t) =  F  (y (t)) , 
y  (o) =  o. Nous obtenons:

LEMME 3.1. -  Les hypothèses (2 .i)-(2 .8) soient satisfaites. Soit R  de (2.8)
égal à l 'infini et F  de (3.3). Alors la solution u ( t , o) du problème (3.1) se prolonge

00

sur l  intervalle o <  /  <  e <  1 si s <  J  • SV une esHmation « à
0

(3 4 ) I u ( t , o) <  p <  R

priori »

est connue, la solution se prolonge sur tout l'intervalle o <  t  <  1 d).
En effet, on obtient pour le prem ier cas et pour t, où la fonction J u ( t , o) |Ut 
est définie: || u ( t , o) <  y  (t). Soit u ( t ,  o) définie sur l ’intervalle o < t < s
et y  (t) sur l ’intervalle o <  t <  s. Pour h  , t2 on a || u  (t i , o) —  i ï ( t2 , ^

fi ■ t, /a
<  j N ( « ( T ) , T , / ( o)|| dx <  j  F  (I u d-z <  J f  ( y  (t)) dr o pour

h  , H S —  O, donc il existe lim u ( t , o) =  u (s , o) dans Cw ’  ̂(Q). Alors
8 —  0

U ( t , o) se prolonge sur l ’intervalle O <  t  <  s. Par les prolongem ents suc- 
cesifs, on obtient l’assertion.

Si (34 ) est v ra i> on dém ontre de la même m anière q u ’on peut prolonger 
u  ( t , o) sur tou t l’intervalle o <  t <  1.

Nous obtenons alors facilement:
T h éo rèm e  i . -  On suppose (2 .i)-(2 .8), £,.==0 , / !eC (0),M' (Q ) , u0eCw,>l (Q). 

Soit R  =  00 de (2.8) et F  (V) une fonction satisfaisant (3.3). Alors il existe 
une solution faible de (O) du problème (1.1 b), (1.2 b) si

(3-5)
ds

W
>  i .

(1) On peut démontrer que F (s) < a  + c2 s si une estimation |j u’ (f) j|̂  g < c est connue. 
C ela d écou le  d ’une estim ation  du travail [5].
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S i la condition (3.5} est satisfaite uniformément pour un voisinage de 
f i , u0, la solution u construite audessus dépend continûment des données dans 
ce voisinage.

E n effet, la dernière partie du théorèm e suit d ’un théorèm e bien connu 
sur la contraction dépendant du param ètre et du point (ii) du lemme 2.1.

Théorème 2. -  On suppose (2 .i)-(2 .8), b{= o , / !-eC<0)’11 (O ) , (Ü),
R =  00 de (2.8) et P existence d'une fonction F (s) satisfaisant (3.3). Alors 
il existe une solution faible de C(̂ ),tA (Q) du problème (1 .3b), (1.4 b) pour

o <  t  <  s si z <
° __ _  

Théorème 3. -  On suppose (2.i)-(2.8), =  o , / ! e C (0)’M'( ü ) , « 0e C (i)’M'(Q ),
une estimation « à priori » pour la solution de (1.3 b), (1.4 b): \ u ( t ,o ) \ i;il <
< P  <  R. Alors il existe une solution du problème ( i . i) ,  (1.2).

Remarque 3.1. -  Si l’estim ation \u  ( t , o)\k>[l <  p est connue pour un
voisinage de f { , u0 , on a la dépendance continue des données de la solution
construite.

4. L ’APPLICATION DU DEGRÉ TOPOLOGIQUE. -  Supposons m aintenant 
b£ (x , Kj , t) o. Soit a >  o et || ][0,  ̂ < a y \ i\ <  k , u0 fixe et R (a) la
constante de (2.8) correspondant à F ? , u0 . Supposons l’existence d ’une 
fonction continue et positive p (d) telle que

(4.J) P (a) <  R (a)

et d ’une estim ation « à priori »

(4-2) Il U ( t . o)||*>M, <  P (a). <2>.

Pour f i , u0 en question, fixes, supposons une estim ation « à priori » 

(4-3) i « ( i  , T ) | * , d ^ r .

E n vertu du théorèm e 3, utilisé pour le param ètre t  =  o et F z- et en vertu de 
la rem arque 3.1, l’application F,- u (1 ,0 )  est une application continue de 
[C(°),IA (f^)]1 dans C(̂ ),ri (Q), où x est le nombre des indices | i I <  k. Notons 
cette application: A  (F,) =  u (1 ,0 )  et considérons l’application

(4.4) u0— A  (Ji— tbi ( x , iy « o + IV  1/ ,1 )) de <0, i> x b k)’̂  (gì) dans C(ihl1 (Q).

Pour fixer les idées, soit aussi

(4-5) Il «olkt* ^  r

et considérons (4.4) dans la boule B3r=  < 3  r} ;  (4.4) est une homo-
topjie des applications compactes. Considérons enfin l’application (u0 v) —

(2) Pour le moment, on cherche une solution pour t =  o; on peut remplacer (4.2) 
par d’autres conditions formulées aux théorèmes précédents,
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— Tb-(x , DJu0 +  Dv , 1)); cette application est en vertu de (4.3),
(4.5) différente de zéro sur la sphère \\vlÌ!V,=  3 r. Le degré (cf. J. Cronin [4]) 
de cette application par rapport à l’origine et à la boule |[z> Hi;(l <  3 r  est: 
d  [(uü +  v) —  A  (/,. —  Tbi (x , IL  u0 -j- D-7' v , 1 )) , B3r , o] =  d  [(«„ +  v) —  A  ( f t)  , 
B3r , o] =  i, alors on a:

T h éo rèm e  4. -  Supposons (2 .i) - (2.8) / . e C (0),' ( û ) J % 6 C (̂ ^ (Ô ) , 
(4-1 y—(4-3)* Alors il  existe une solution du problème (1.3 b), (1.4 b).
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