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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Su alcune diseguaglianze di interpolasione.

Nota di Livio Piccinint @, presentata ™ dal Corrisp. C. MIRANDA.

SUMMARY. — The author provides a theorem on certain interpolation inequalities,
which generalises previous results obtained by Gagliardo [3], Nirenberg [7], [8], Miranda [6],
Stampacchia [10].

1. Consideriamo qui funzioni misurabili a valori reali definite su un cubo
Qp di R”. Indichiamo con Q un qualunque cubo con i lati paralleli a quelli
di Qg e con |Q] la misura di Q.

Ricordiamo che una funzione appartiene allo spazio di Morrey L”* (Qy)
con p >1, 0 <A <, se esiste una costante K = K (%) tale che, per ogni
QCQ,, risulti

A

flul”dxsKﬂQ]“m
Q

\

Una norma in L?* & data da
1/p

(1.1) ””“LM:SEB, Q[Iulﬁdx'lgln :

E ovvio che L”” =17 e che L?* = L™,
. . . . . 5,
Ricordiamo che una funzione # appartiene allo spazio £7°"(Q,), con

p=>1,—p <A<n, se esiste una costante K = K (%) tale che, per ogni
Q C Qq, risulti
3
-2
inf f]u——c]”dx <K’|Q| ”.
cGRQ

Una seminorma in £2'* & data da

(s [t aror

Una norma ¢ data da ]|u||2ﬁ,k = [%]gp,h + ol 5.

1/p

(1.2) [#]gpn = sup
QcQ

4]

E noto che:

() Qﬁ’hcﬁq’” se %g% e 1<g<p.
(i) (Campanato [1] e Meyers [s5]),

(*) Perfezionando presso la Scuola Normale Superiore di Pisa.
(¥*) Nella seduta dell’11 marzo 1967,
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Se A <o, allora ¢?* & isomorfo allo spazio C. & delle funzioni hél-
C Y- 2
deriane con esponente di Hélder o = — La seminorma in £'*¢ equiva-

lente alla seminorma

u(x')y—u(x"’
(4], = sup o ?_ ”(a )
0,0 x! %' € Q, ‘x X l

Quindi per A< o gli spazi ©”* dipendono solo dal rapporto Afp.
(iif) Gli spazi £”° al variare di » sono tutti isomorfi ad uno stesso
spazio &, caratterizzato da John e Nirenberg ([4], teorema I).

Porremo | u |2 = inf% K>o|mis{zx€Q,| |u(x)| > c}<(§)ﬁ per V>0 : :
Se risulta |« HMP < oo diciamo che # €Li;, = M? .

Una funzione % appartiene allo spazio Qi’]f ycon p=>1,—p <A<,
se:

L
(1:3) (#4193 = sup {(nfl w—cf ) 1Q" "<+ oo

p2sh

il primo membro ¢ una seminorma su .

. s
E evidente che se uefi;ﬁ e Igggp,7,<_~;‘—, allora » € 2%,

Scopo della Nota ¢ dimostrare il seguente
TEOREMA 1. — Sia u una fungione di " tale che D*ue L™, Sia T,
il dominio di R? definito dalle seguenti limitazioni

(ogxgi
”

(1.4) o<y <

vx—}—pyzl——zoc—l—oc%—l—(l-——oc)i;—~

Sia o un numero reale tale che T, non ¢ vuoto ©; sia

~ = min (x + ).
P waer,
Posto & =1 —,zoc+cx—:~ +(1—a) %, osserviamo che 1]p = 0 se e solo se

S < o (sé noti che & >—1).
Allora valgono le maggiorazioni seguenti.
(i) Se 1/p =0, s ha

o 1—o
(IS> [D%]Co,-—\‘} = [D%]gln‘} <a H D2y “Lr,v [M]SQ:IL .
(1) T valoridi @ che soddisfano questa condizione sono i seguenti: se p.> o, % <a<i1;
se w < 0, posto B—————'i , 18 <a<iI.

g 2—B
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(ii) Se 1/p > o0, si ha
(1.6) [Daclgpn < 2| D2ff, [,
Sdeb Lo

P
con h= p¥, dove c1, c2 sono due costanti positive che dipendono da n,oa,r,v,q, u.

Questo teorema costituisce una generalizzazione dei risultati ottenuti da
Nirenberg [4] e da Gagliardo [3]; da Nirenberg [8] e da C. Miranda [6];
da Stampacchia [10].

La formulazione corrispondente a quella di Nirenberg-Gagliardo si ha
ponendo p.=v=#. La formulazione corrispondente a quella di Nirenberg [8]
e di Miranda si ha ponendo v = 7, u< o. Il risultato di Stampacchia si ot-
tiene ponendo « = I.

Si noti che se pw=v = si pud dare una dimostrazione che porta
alla (1.6) nella forma

Drlgss < | D2acff, [

2. Per la dimostrazione del teorema servono due lemmi che si dimostrano
con un procedimento simile a quello usato da Nirenberg in [7] e [8].

LEMMA 1. — Sia w €Lt (Qq); sia D2u€Lr, con » > 1. Allora per ogni
polinomio P di grado < 1, per ogni cubo Q C Qo e per tutti gli o tali che
—;— < a < 1 vale la maggiorazione

. \ajr
(2.1) © J[Du—@u)qugé(Q/]Du[dx) -

et find)

~(Qf1u~P1dx) I

dove k ¢ una costante positiva che non dipende da u ¢ da Q.
LEMMA 2. - Sia #€S"" (Qg),n<o0,D2u € (Qp), con r>1. Allora,
posto B = ——%, vale la maggé’omzz’one Seguente

(2.2) f] Du — (D)o | dx < k([' D2 %lrdx)a/r[”];;ﬁ@ |
Q Q

- _ E 20—1 v
_]Ql(l '1)(1+ n>+ " +a<1 r)
;:g < a< 1.e per tutti ¢ Q C Qp, dove £ ¢ una co-
Stante positiva che non dipende da u ¢ da Q.
Sia & la famiglia dei sistemi S consistenti di un numero finito di sotto-
cubi' Q; a due a due disgiunti, aventi i lati paralleli a quelli di Q,. Per ogni

per tulti gli o tali che

(2) Con (Du)q si indica IQ;JQ/DZ{ dx.
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funzione » € L1 (Qy) e per ogni p > 1 si ponga

(2:3) [2]xe = Sup py (JMI% — qu.ta’xy |Q; ]1—1’} :

eslQ;€s

Diciamo che # € N2 se [%]Nf’ < oo [ﬂ]Nﬁ definisce una seminorma in N2, E
noto il seguente teorema (John e Nirenberg [4]):

Se w appartiene a N? con p> 1, allora (u—wuq) € M? ¢ |u—ug |jp <
< A fulys, dove A ¢ una costante che dipende da n e da p.

Dimostrazione del teorema 1.

I) Sia o> o.
Sia data una partizione S di Q. Siano x e ¥ due numeri reali tali che
I—oa

q
Allora per ogni cubo Q, di S si ricava dalla (2.1) la maggiorazione

(2.4) ® imu-@@@ydxg/zu iDZul’dx) (4[%—&14&) :

i

ogxg% , o<y<

o 1—a 2a—1 a 1l—a

.(J.|D2%|dx>7;x(f1%-——P,.]fa’x>T I I
Q

2 2

da cui, tenuto conto della (1.1) e della (1.2) si ha
(2.5) f[ Du— (Du)q,| dx < /e(j | Du l’a’x)x( J | oo — Pi[qu)v-
Q; Q; '

1—-2a v w a v (i1—a) p

“Dzuua rx ](1 a)—gy lQiiz'|Qill_T_ - 7 7 n 7 n ¢

7V

dove 2 & un numero reale che soddisfa la relazione

I—2a

o<1 —

Dalla (2.5) si ottiene

2.6) zl: | Qi‘lh?(j‘ Du — (Du)q, | a'xYS k }; ((Jm | D22 | dx)m

Q; i

flu——P |9a’x> |0, \“)HDZ \(a—m)”

1—2 v 1—a p v W
((A~0)—gn)p Fakytat S 7w ;;] ?

el goon lQI_[ "

(3) Con P; si denota il polinomio di grado < 1 che rende minimo [\ u—P;7dx.
oF
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Imponendo che x + ¥ + 2 = 1/p ed applicando la diseguaglianza di Hélder
alla somma a secondo membro, si ottiene, tenuto conto del fatto che

./]%—Pi\”dXSflu—Polfdx,

L (icrara ¥ ra-o *) L
Cr) D, <A Drul, sy ) T

Le condizioni poste su x,y,# sono equivalenti alle condizioni
{ . o

\ogxs—

e

I—a

I/\

( vx—l—py>1-20c+oc~—|—(1—oc)”

e il valore minimo di 1/p & (¥ + y). Tali condizioni sono proprio quelle poste
nell’enunciato del teorema. Il teorema di John e Nirenberg applicato alla (2.7)
dimostra la tesi nel caso in cui g > o.
IT) Sia p < o.
Si consideri un sistema di sottocubi di Q.
Sia x# un numero reale tale che o< x < »f— yoo < 1. Allora per ogni cubo

Q, si deduce dalla (2.2) la maggiorazione seguente

(2.8) [|Du—(Du)Qi\dx;g 'é([\Dzu]’dx>x([lD2%|rdx)%_
% 4 J

B
[%]Qq’”(Qi) l Qz’
e quindi, maggiorando [u]gq,u@_) con [#]gguq si ha la
(2.9) [1Dw — o, | ax < ( [|D2u1rdx)”.
Q; ‘Q,~
D w5 Bl Qe Qo % 55 = (o)

dove 2 & un numero reale che soddisfa la relazione

(2.10) o<Lzs<1—

‘Dalla (2.9) si ottiene

(2.11) }‘,|Q| f]Du»«(Du)Q[dx> < 4! z([lDZ%I dx) IQI%

B 2a—1 '
D2 “(“r )0, [%1555”-1 0 ]1+ [(1—a)7+in~—§-}—x+7x_z]p
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Imponendo che x 4+ 2z = 1/p ed applicando la diseguaglianza di Holder alla
somma a secondo membro della (2.11), si ottiene in conclusione

v 1
1—2a+a7— (1—a) [3);

(2.12) (D], < £]D2 %H;r,v [%];Z; |1Q ];ﬁ(

Le condizioni poste su x e z sono equivalenti alle condizioni seguenti

\ogng‘r— L a<1

(2.13)
( vx21——2a+a%—(1~o¢){3

e il wvalore minimo di 1/p & x.
Scegliendo per 1/p il minimo consentito si nota subito che esso coincide
con il minimo di 1/p sul dominio T,. Inoltre i valori per cui i due domini non

sono vuoti sono gli stessi (;—:—S <a< I)-

A questo punto il teorema di John e Nirenberg permette di concludere la
dimostrazione del teorema I.
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