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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi m atem atica. —  Su  alcune dis eguaglianze di interpolazione. 
Nota di L ivio  P i c c i n i n i ^, presentata dal Corrisp. C. M ir a n d a .

SUMMARY. — The author provides a theorem on certain interpolation inequalities, 
which generalises previous results obtained by Gagliardo [3], Nirenberg [7], [8], Miranda [6], 
Stampacchia [10].

i. Consideriam o qui funzioni m isurabili a valori reali definite su un cubo 
Q0 di K n. Indichiam o con Q un qualunque cubo con i lati paralleli a quelli 
di Q0 e con | Q | la m isura di Q.

Ricordiam o che una funzione appartiene allo spazio di M orrey l / ’x (Q0) 
con p  >  i, o <  X <  n, se esiste una costante K =  K (u) tale che, per ogni 
Q C Q o , risulti

j \ u \ p dx  <  K 'I Q I 1" ^ -
Q

U na norm a in l / ,x è data  da

(d i)  \\u\\ = s u p  I u \p d x - 1Q
LP’ QCQo U  

Q

È ovvio che ~Lp,n =  L? e che l / ’° — L°°.
Ricordiam o che una funzione u  appartiene allo spazio ^ ’̂ (Qo), con 

p  >  i > — p  <  X <  n, se esiste una costante K =  K (u ) tale che, per ogni 
Q C Qo , risulti

r i - A
inf \ \ u  —  c \ p dx <  K p IQ! \  
ceR J

Q

U n a sem inorm a in 2P,X è data  da

(1.2) \u \oP,% — sup I ( inf f  I u  — c\p d x ) - \ Q \ n
x QCQo ( Ve R J /

Q

Una: norm a è data  da 
E  noto che:

+  l « G -

(i) V ’?-C A"1 se j < f  e ! < q < p .

(ii) (Cam panato [1] e Meyers [5]),

(*) Perfezionando presso la Scuola Normale Superiore di Pisa. 
(**) Nella seduta dell’n  marzo 1967,
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Se À <  o, allora £?’ e isomorfo allo spazio C0 _ delle funzioni höl-
x  ‘ ’ P

deriane con esponente di H older oc =  — ~  • L a sem inorm a in £p,x'è equiva­
lente alla sem inorm a

M e, sup
x ' , x "  6  Q 0

I U  (.%') —  u (x") I 
\x'—x" |a

Quindi per X < o  gli spazi £pi  ̂ dipendono solo dal rapporto  X/7X
(iii) Gli spazi £p,° al variare di p  sono tu tti isomorfi ad uno stesso 

spazio £0, caratterizzato da John e N irenberg ([4], teorem a I).

Porremo 

Se risulta
; lMP — inf K > o |m is { ^ e Q 0| \u (x ) \  >  a } < ( — ) per V<i>o

M <  00 diciamo che u e Ldeb =  M

U na funzione u appartiene allo spazio £p̂  , con p  >  1, -— p  <  X < n  ,
se:

( r *3) M  =  sup { (inf I
Xdeb QCQo

A - 1
"M>HQI" }<+ 00

il prim o m em bro è una sem inorm a su £p’ì .deb

È evidente che se u e e i < q < f i  allora u e £?,fl.

Scopo della N ota è dim ostrare il seguente
T e o r e m a  i .  -  Sia u una funzione di £q,ÌX> tale che D2u e  L r ,v , Sia  T ( 

zi dominio di R2 definito dalle seguenti limitazioni

(i-4)

o <  * <  

o <  y  <

a
r
i — a

' VX +  \iy >  i —  2 a - f  OL— +  (1 ■— oc) —  

a z/tz numero reale tale che T a non è vuoto sia

■ J =  m in O  +  j ) -? (x,y)£Ta

Posto =  I — - 2 a  +  a ~ + ( i  — a ) ~ ,  osserviamo che \\p  — o  se e solo se
& <  o (si noti che & >  —  1).

Allora valgono le maggiorazioni seguenti:
(i) Se i [p — o, si ha

(1.5) M e , . . ,  =  <  ci\ D2U |[“,>Y .

(1) I valori di oc che soddisfano questa

se (x <  o, posto ß =  — Ü 1 " ß
g ’ 2— ß <  oc< i.
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(ii) Se i\p  >  o, si ha

( , -6)

con X =  p&, dove a  , C2 sono due costanti positive che dipendono da n , oc , r , v , q , \x.
Questo teorem a costituisce una generalizzazione dei risultati ottenuti da 

N irenberg [4] e da G agliardo [3]; da N irenberg [8] e da C. M iranda [6]; 
da Stam pacchia [io ].

L a form ulazione corrispondente a quella di N irenberg-G agliardo si ha 
ponendo |i. =  v =  n. L a form ulazione corrispondente a quella di N irenberg [8] 
e di M iranda si ha ponendo v =  n , [x< o. Il risultato di S tam pacchia si ot- 
tiene ponendo oc =  i.

Si noti che se fi =  v =  n  si può dare una dim ostrazione che porta 
alla (1.6) nella form a

2. Per la dim ostrazione del teorem a servono due lemmi che si dim ostrano 
con un procedim ento simile a quello usato da N irenberg in [7] e [8].

Lemma i. -  S ta  u e D 1 (Q0); sia  D2^ e L f, con r >  1. Allora per ogni 
polinomio  P d i grado <  1, per ogni cubo Q C Qo ß per tu tti g li  oc ta li che 
— <  a <  i vale la maggiorazione

(2 . 1) (2) J  I D u —  (Du)q I d x  <  k l I I D2 u \r dx
Q Q

a jr

\1 — a
u  — P I d x \ I Q I

2 a— 1 / 1 \
-  ha ( 1 — )

dove k è una costante positiva che non dipende da u e da 0 .
Lemma 2. — S ta  u  e Sq,Vl (Q0) , fi <  o , D2 u  e (Q0), con r  >  1. A llora , 

vale la maggiorazione seguenteposto ß =  ■— —

(2.2) D u  —  (D«)q I <& <  I D2 ^  |r Ä ] |V]
\ a / r

1 1  — a

|Q | (1- “) (1+|-) + A A + “(1- 7 )

tutti gli a ta/z  ̂ p <  o. -C i g ? Q c  Qo > dove k  è una co-
stante posttw a che non dipende da u e da Q.

Sia § la famiglia dei sistemi S consistenti di un num ero finito di sotto- 
cubi- Q,- a due a due disgiunti, aventi i lati paralleli a quelli di Q0 . Per ogni

(2) Con (Du)q si indica — - j  Du dx.
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funzione u e L 1 (Q0) e per ogni p  >  1 si ponga

(2.3) M N̂ )=sup 2  ( I I« — uQ \d x \  |Q <-|1-> |  •
s e § ( Q • e s \ J /

Q»
Diciamo che ^  se <  00  ;.[«]  ̂ definisce una sem inorm a in NA È
noto il seguente teorem a (John e N irenberg [4]):

Se u appartiene a con p >  1, allora (u ■— uq0) e 1VP e || u ■—- uqq \\mA <  
<  A [u]Np , A è una costante che dipende da n e da p .

D i m o s t r a z i o n e  d e l  t e o r e m a  1.

I) Sia [x >  o.
Sia data  una partizione S di Q. Siano x  e y  due num eri reali tali che

_ ^  .o c  _ ^ i —  oco <  * <  — , o <  y < -------- •r q

Allora per ogni cubo Q { di S si ricava dalla (2.1) la maggiorazione

(2.4) <3) j  I Du  — (Du)q.\ dx  <  J \D 2 u \ r d x j \ u — P,-| * d x j •

a 1 — a 2a— 1 a 1 —  a

\D2u \ d x j r ^ J \ u  —  P-\*dxj  * -|Q ,-|  ̂ ,

Q,- i
da cui, tenuto conto della (1.1) e della (1.2) si ha

(2.5) j  I D u  ■— (D^)q^. I dx <  J  j Du \r dxj   ̂ 1 \ u  —  P,-1* dxj  • 

Q* Q* ' Q,-

|D a « L T M % a)“ w’-IQ /h lQ *

1 —2a , v u, a v (1 — a) ix1------- x —y —z + x ---\-y---------------- -I n n n n r  n q
nLr,v

dove z  è un num ero reale che soddisfa la relazione

. . i — 2 oc . v . il oc v i — oc txo <  z  <  i ------ — -------x  —  y 4 - x ------h r — '------------ :------------—n y n ^ n n r n q

Dalla (2.5) si ottiene

(2.6) 2  I Q,-|w ( J  I D « -  (D«)Q. I d x j  <  k  2  (( J i D2
p x

u  r dx\  •

Qi

• ( J  i«-p,-K^)A'iQ/r)iDa«i2(a — 
r,v

ri — 2 a , , , a v , 1 —a ix v u 1
i r , ,  L +*+J,+i,+ „ 7  + —  7  -* 7  *

■MfW I Q I

(3) Con P, si denota il polinomio di grado < I che rende minimo j  \u — P* j1 dx.
Q,-
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Im ponendo che x  +  y  +  z  — i \p ed applicando la diseguaglianza di H ôlder 
alla somma a secondo m em bro, si ottiene, tenuto conto del fatto che

I u -— P* I* dx  <  / I u —  P0 \ q dx,

1 / V LI \ 1
_  I i  —2 a + a  — + ( l - o )  H  -

P \  r  q ) n •(2.7) [ D ^ < i | D ^ | [ - )V[ « Ç “ IQ I

Le condizioni poste su x  , y  , z  sono equivalenti alle condizioni

o <  x  <  — r

{ o <  y  <

. v x + ÿ . y >  i _ 2 a  + a — -f  (i “ ^) —

e il valore m inim o di i[p è +  jy). Tali condizioni sono proprio quelle poste 
nell’enunciato del teorem a. Il teorem a di John e N irenberg applicato alla (2.7) 
dim ostra la tesi nel caso in cui fx >  o.

II) Sia (x <  o.
Si consideri un sistema di sottocubi di Q.
Sia ^  un num ero reale tale che o <  ^  ~  ,a  <  1. Allora per ogni cubo

Qi si deduce dalla (2.2) la m aggiorazione seguente

(2.8) I D u  —  (Du)q{. I d x < k  I j  ID2 u \r dx  j   ̂ j  | D 2 u  |r dx  

(>i Q « ■ Qi

e quindi, m aggiorando [^]£?,fl(Q.) con [«]fi?,n(Q) si ha la

(2.9) ! I Du  —  (D«)q. I dx  <  k  ̂ j~ I D2 u \r d x

Q* Q»
ß 2 a —1 a v / v \

li Fi2 iia ~ rx i n  1« i n  d + c 1-06) — 1------------ ----------  1— ) * —*q| 1J t i  j||̂ r,r I K ci I I | n n n r  \  n )

dove z  è un num ero reale che soddisfa la relazione

(2.1Ö) o < z  < \

D alla (2.9) si ottiene

■— x- a v . 1  —  oc
ß-
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Im ponendo che # +  £ ■■= i \p  ed applicando la diseguaglianza di H ôlder alla 
somma a secondo m em bro della (2.11), si ottiene in conclusione

(2.12) [Du]Np< k \ \ D 2 ir ivi 1-0|L r, v L^J Q
l-2a + a - —  (1 —  a) 1

n

Le condizioni poste su x  e ^ sono equivalenti alle condizioni seguenti

l o <  x  <  — , a <  i 
, \ — r ~(2. iff)

vx >  1 ■— 2 oc -f- oc —------ (1 ■— oc) ß

e il valore m inim o di i \p  è ;r.
Scegliendo per 1 \p il minimo consentito si nota subito che esso coincide 

con il m inimo di i /p  sul dominio T a. Inoltre i valori per cui i due domini non

sono vuoti sono gli stessi <  a <

A  questo punto il teorem a di John e N irenberg perm ette di concludere la 
dim ostrazione del teorem a 1.
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