
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Gaetano Fichera

Sul miglioramento delle approssimazioni per difetto
degli autovalori. Nota II

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 42 (1967), n.3, p. 331–340.
Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1967_8_42_3_331_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1967_8_42_3_331_0
http://www.bdim.eu/


Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1967.



RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta deW il marzo ig67 

Presiede il Presidente B eniamino  S egre

N O T E  DI  S O C I

Analisi numerica. —■ Sul miglioramento delle approssimazioni per 
difetto degli autovalon^. N ota II (**} del Corrisp. G aetano F ichera .

Summary. — A second form ula of the same kind as the form ula considered in N ota I 
is proved.

Both these formulas are applied to a concrete numerical example and their results com­
pared with approxim ations given by known methods.

2. In  luogo di adoperare i num eri X^ , • • •, x7 \  radici della (5), per 
l ’approssim azione per eccesso degli autovalori del problem a (2) (metodo di 
R ayleigh-R itz), potrebbero invece usarsi le radici di quest’altra equazione 
secolare

(20) det {(Lvk , Lvk) —  \ ( v h , L ^ )}  =  0 (k , k =  1 , • • •, n)

la quale am m ette soltanto radici reali e positive. Siano esse xC  <X Ì”) < •  • ■ <  
< % n). Infatti, definendo wh come nel precedente paragrafo (cfr. N ota I), 
cioè w h =  L vh e ponendo p.(An) =  si vede im m ediatam ente che i &C
sono tu tte  le radici dell’equazione

(2 I) det { (Gwh , wÀ) — fi (wh , wt) } =  o.

C) In  questa N ota II la numerazione delle formule, dei paragrafi e delle note a piè di 
pagina prosegue quella della N ota I dallo stesso titolo (pubblicata nel precedente fascicolo). 
Inoltre i simboli im piegati in questa N ota II, ed in essa non definititi, sono già stati definiti 
nella N ota I.

(**) Presentata nella seduta del 14 gennaio 1967.

22. -  RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fase. 3.
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R ipetendo il ragionam ento fatto nel precedente paragrafo, relativam ente alle 
radici delle equazioni (5) e (6), per quelle delle equazioni (20) e (21), si 
vede che: X ^  >  XÌra+1) e lim X ^  =  X k . U sando i x£w) in luogo dei X ^  si

« —> 00
ottiene, in luogo della (io), la seguente lim itazione inferiore per X̂ :

(22) X k >

Occorre subito dire che non è conveniente usare i x£w) in luogo dei X ^ \  dato 
che riesce X ^  >  X̂  (fi — 1 , 2 ,• • - , ri) <4>, talché anche la (22) verrebbe a 
fornire una limitazione inferiore non superiore a quella o ttenuta usando 
la (io).

T u ttav ia  è opportuno, per m otivi che illustrerem o fra breve, dare un 
metodo per il m iglioram ento della (22) analogo a quello già considerato per 
la (io). T ale m etodo verrà indicato come Secondo metodo di miglioramento. 
Esso viene fornito dal seguente

20 Teorema. -  Siano verificate le ipotesi a) e ß). Sia  {vh} un sistema 
di vettori di V  linearmente indipendenti e completo in V. Siano z\ , Z2 , • • •, zq,

(V 7
+  3Ï(G #) - 2 xl”)

- 1/2

(4) Poniamo u*hk =  (Lz/  ̂ , Lz^) , $hk — (Lz^ , v ^ ,  y kk =  (vh , vk) . Consideriamo i vettori 
Y)C) =  , • • •, r f^ }  ( i =  i , 2 ,• • •, k — 1) dello spazio vettoriale complesso Cn e diciamo
M ^ “ 1) la varietà lineare di Cn costituita dai vettori c d i Cn verificanti la condizione

X  ^hkch — 0 (* =*= 1 » ' ’ ' » ^ —-1). Poniamo h,k 1 ,n
È yu  •i. u nR

max l,»

1 ,n
^  *kk °h Ck

^  S  k̂k °h °k
: max ( y ^ 1 )  ,  • • •, I massimi essendo

M
mm

G-i)

Si ha X™ =  m ax [ak (y)(1) , • • •, r\{k 1})] 1 , % n) ■

intesi al variare com unque di , • • •, Riesce j   ̂ ■ >  --̂ y  e quindi lassu-

%hk Ch Ck ^  $hk Ch Ck

> mm

1 ,n
n \
2 / a V

{ Eh,k
1 1 ,nh = 1 )

h,k
1 ,n

5  ßhk ck h

( L v , v)

-. Ne segue X ^  >  ,• • •, >

MG~l) 1, n

2  ^hk Ch Ck

—  »* ‘ * > 1̂ )] 1 e quindi, per l’arbitrarietà di , * • *

-{°} 21. u nRh,k
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q vettori f q  3> 2) di V  linearmente indipendenti. Riesce'.

(23)
( A* Ä = 1 '

? „ 1-1/2 

x'=2 )

essendo <Ç • • • <] x£w) ?z radici delVequazione (26) e >  • • • >
A q radici ( tutte non negative) delV equazione secolare

! \.n  \
(%r ) A )  2 ì)  Yik (? r  ) (L z^  , Z^j v ( L ^  , L Z^) . =  o

i,k )
O' > J =  I , 2 , . . v, ?).

si è indicata la matrice n X n  inversa della matrice { (L v{ , L  vÀ) }.

L a dim ostrazione è perfettam ente analoga a quella del i°  teorem a. 
Basta solo sostituire G con G ed il prodotto scalare ( ( • ,• ) )  con il prodotto 
scalare (• , •), gli altri cam biam enti da fare risultando del tu tto  ovvi.

E assai utile osservare che PappliCazione del secondo metodo si presenta, 
in genere, più semplice rispetto a quella del primo, dato che i vettori zr 
im piegati nel secondo non debbono verificare la condizione Lzr € V, richiesta, 
invece, dal primo. Può inoltre accadere, e potrebbero darsi esempi, che la 

form ula migliorata (23) fornita dal secondo metodo, pur m igliorando in teoria 
solo la (22) che, in genere, è peggiore della (io), risulti, in taluni casi pratici, 
add irittu ra  migliore della (11). Può anche accadere che in qualche caso 
la (23) risulti peggiore della (io).

3. Gli esempi num erici che considereremo sono relativi al seguente p ro ­
blem a di autovalori:

(1 +  sin x)~x v n - j -  \v  =  o  , v ( o )  =  v ( tu)  . =  o  , v -— x )j =  v x̂ j •

Tale, problem a, sebbene assai semplice e non suggerito da alcuna applicazione 
pratica, è stato tu ttav ia  già considerato da diversi autori per sperim entare 
su di esso vari m etodi di calcolo per gli auto valori (cfr. [1], [4], [6]).

Gome spazio S assum erem o quello delle funzioni a valori complessi di 
quadrato  som m abile in (o , 7u), m unito del seguente prodotto  scalare

(u , v) == j u (x) v (x) (1 sin x) dx . 
ô

L ’operatore L  è cosi definito: Lv =  —  (.1 +  sin x) v" ed il suo dominio 
è la varietà delle funzioni che hanno derivata prim a assolutam ente continua 
in (9 , tu)  e derivata seconda di quadrato  som m abile in tale intervallo. L a 
varietà V è l’insieme delle funzioni di nulle agli estremi di (o , tu)  e sim me­
triche rispetto al punto  tu/ 2 .  Diciamo y (x , y ) la funzione di Green del p ro­

blema: —  9" (x) = f ( x ) ,  9 (o) ■= 9 ( tu)  == o, 9 —  x̂ j =  9 +  x̂ j . Il calcolo
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della y (x , y)  è del tu tto  elementare. Essa è funzione reale e sim metrica di 
x  e y .  Poniam o per ogni u (x) e S

3T

Gu — J y (x  , y) u (y)  (1 -f- sin y) dy.
0

L a G verifica l’ipotesi a), come im m ediatam ente si constata. È altresì verifi­
cata l’ipotesi ß), potendosi assumere GQ G. Infatti cïf (G) è esplicitamente 
noto, avendosi (cfr. [2] pag. 158):

3Ï(G )

3t

I T (A >T) I2 C1 +  sin x) (1 +  sin y) dx dy .
0 0

Per sperim entare i m iglioram enti forniti nelle successive approssimazioni, 
sia del prim o che del secondo m etodo descritti in questo lavoro, sono stati 
applicati detti m etodi facendo successivam ente n =  2 , n  =  3 , • • •, n =  15. 
T anto  applicando la (12) che la (23), è stato assunto q == n; Si è voluto 
cioè vedere quanto i m etodi potevano dare calcolando unicamente autovalori 
di matrici d i ordine n.

Come sistema vh è stato assunto, nella approssim azione ^-esim a, quello 
delle funzioni vh (x) .=  sin (2' h —  1).x Qi =  1 , 2 ,• • - y n). Le funzioni zr del 
prim o metodo sono state così scelte: zr= G vn+r (r=  1 , 2 ,• • - , n). Infine per le 

che intervengono nel secondo m etodo si è preso zr =  vn+r(r.= i , 2,- • • ,n).
Le seguenti tabelle relative alle varie approssim azioni (l’ordine dell’appros- 

simazione si legge in testa ad ogni tabella) contengono nella prim a colonna i 
risultati forniti dalla (io), nella seconda quelli dati dalla (11), nella terza 
quelli dati dalla (23) ed infine nell’ultim a i valori per eccesso dati dal metodo 
di R ayleigh-R itz, cioè risolvendo la (5). I num eri fra parentesi nella seconda e 
terza colonna indicano l’ordine fino al quale occorre spingere l’approssim azione 
perché, usando la form ula non m igliorata (io), si abbia un risultato non meno 
approssim ato rispetto a quello fornito dal metodo di m iglioram ento impiegato.

T u tti i calcoli sono stati eseguiti presso il Centro di Calcolo della Facoltà 
di Scienze M atem atiche, Fisiche e N aturali deH’U niversità di Rom a, usando 
l’elaboratore elettronico I.B .M . 7040 attualm ente in dotazione presso il 
Centro. L ’autore desidera ringraziare la dott. M. Schaerf ed, in partico ­
lare, il dott. A. Fusciardi per la esecuzione dei calcoli.

I calcoli sono stati tu tti condotti in quadrupla precisione. Nelle tabelle 
qui accluse i risultati forniti dall’elaboratore elettronico sono stati tra ­
scritti trascurando le ultim e cifre di ogni numero, se tra ttavasi di una limi­
tazione inferiore per il \ k considerato. Anche per le limitazioni superiori [co­
lonne (5)] sono state trascurate le ultim e cifre, m a l’ultim a cifra ritenuta è 
stata  arrotondata per eccesso. Il num ero complessivo delle cifre ritenute in 
ogni singola approssim azione è stato, volta a volta, fissato dall’esigenza di 
m ostrare il progresso compiuto passando da una approssim azione alla succes­
siva, nonché i m iglioram enti ottenuti usando la (11)0 la (23) in luogo della (io).
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n =  2

(IO) ( i l ) ( 2 3 ) ( 5 )

Xi 0 - 5 3 9 7 0 . 5 3 9 8 (3 ) O . 5 3 9 7 (2 ) O . 5 4 O 3 3

x 2 5 5 . O 7 (3 ) 4 - 9 7 (2) 5 - 4 9 7

n =  3

(IO) ( i o ( 2 3 ) (5 )

X i 0 . 5 4 0 1 5 0 . 5 4 0 1 9 (4 ) 0 . 5 4 0 1 8 (4 ) 0 . 5 4 0 3 2

x 2 5 . 2 8 5 . 3 2 (4 ) 5 . 3 (4 ) 5 - 4 4 9

X3 1 2 . 6 1 3 - 3 (4) 1 3 - 0 5 (4 ) 1 5 - 6

n =  4

( i o ) ( h ) ( 2 3 ) (5 )

Xi 0 . 5 4 0 2 4 0 . 5 4 0 2 7 ( 5 ) 0 . 5 4 0 2 6 (5 ) 0 . 5 4 0 3 1 8 9

x 2 5 - 3 7 7 5 . 4 0 2 ( 5 ) 5 - 3 9 5 ( 5 ) 5 . 4 4 8 7

X3 ■ 1 3 . 9 2 1 4 . 3 7 ( 5 ) 1 4 . 2 2 (5 ) 1 5 . 3 1 4

x 4 2 2 . 7 2 4 . 8 ( 5 ) 2 4 . 4 (5 ) 3 0 . 9 7

n =  5

( i o ) ( i l ) ( 2 3 ) (5 )

Xi 0 . 5 4 0 2 8 2 0 . 5 4 0 2 9 7 ( 6 ) 0 . 5 4 0 2 9 6 (6) 0 . 5 4 0 3 1 8 8 7

X2 j 5 . 4 1 1 5 . 4 2 7 ( 6 ) 5 . 4 2 4 (6 ) 5 . 4 4 8 6 5

X31 1 4 . 5 4 1 4 . 8 5 ( 6 ) 1 4 . 7 9 (6 ) 1 5 . 3 1 2 9

X4 2 5 . 2 9 2 7 . 0 4 ( 7 ) 2 6 . 6 8 (6 ) , 3 0 - 1 1 5 6

X5 3 4 - 6 3 9 - 5 ( 7 ) 3 8 . 9 ( 7 ) 5 1 . 8
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n =  6

( 1 0 ) fu) ( 2 3 ) (5 )

Xi 0 . 5 4 0 2 9 7 o . 5 4 0 3 ( 7 ) 0 . 5 4 0 3 (7 ) 0 . 5 4 0 3 1 8 8 6 2

x2 5 . 4 2 7 5 - 4 3 7 (8 ) 5 - 4 3 6 (8 ) 5 . 4 4 8 6 3 9

X 3 1 4 . 8 5 1 5 . 0 6 (8 ) 1 5 - 0 3 (8 ) 1 5 . 3 1 2 7

X 4 2 7 . 0 2 2 8 . 3 6 (8 ) 2 8 . 1 8 (8 ) 3 0 . 1 1 5 6

X 5 3 8 . 6 4 2 . 9 (8) 4 2 . 3 (8 ) 4 9 . 8 6

x6 4 8 57 (8) 56 (8 ) 7 8 . 2

n =  7

( 1 0 ) (II) ( 2 3 ) (5 )

Xi 0 . 5 4 0 3 0 5 0 . 5 4 0 3 1 2 (9) O . 5 4 O 3 I 2 (9 ) 0 . 5 4 0 3 1 8 8 6 1

x2 5 - 4 3 5 5 . 4 4 2 (9 ) 5 - 4 4 1 (9 ) 5 . 4 4 8 6 3 6 8

x3 1 5 . 0 1 1 5 . 1 6 (9 ) 1 5 . 1 5 (9 ) 1 5 - 3 1 2 6 3

X 4 2 8 . 0 4 2 9 . 0 5 (9) 2 8 . 9 5 (9 ) 3 0 . 1 1 5 2

x5 4 1 . 8 4 5 - 4 (9 ) 4 5 (9 ) 4 9 - 8 5 5

X e 53 61 (9) 6 0 (9 ) 7 4 - 5 5

X 7 6 3 7 8 ( 1 0 ) 7 7 ' ( 1 0 ) h i

n =  8

( 1 0 ) ( i o ( 2 3 ) (5 )

X i 0 . 5 4 0 3 0 9 0 . 5 4 0 3 1 4 ( 1 0 ) 0 . 5 4 0 3 1 4 ( 1 0 ) 0 . 5 4 0 3 1 8 8 5 9 9

x2 5 - 4 3 9 5 .,4 4 4 Cu) 5 - 4 4 4 ( i o 5 . 4 4 8 6 3 6 4

X 3 1 5 . U 1 5 . 2 2 (h ) 1 5 . 2 1 ( i i ) 1 5 . 3 1 2 6 2

: x4 2 8 . 6 8 29-43 ( l i ) 2 9 . 3 8 ( i i ) 30.1151
X 5 44.05 4 6 . 9 4 ( i i ) 4 6 . 7 2 (h ) 49-8536
X6 5 8 . 4 6 5 . 7 (h ) 6 5 . 1 ( i i ) 7 4 - 5 3

X? 69 83 ( i i ) 8 2 ( i i ) 1 0 4 . 3

Xs 7 9 IOI ( i i ) IOO ( i i ) 1 4 8
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n  =  9

( i o ) cu) ( 2 3 ) (5 )

Xi 0 . 5 4 0 3 1 2 0 . 5 4 0 3 1 6 ( 1 2 ) 0 . 5 4 0 3 1 6 ( 1 2 ) 0 . 5 4 0 3 1 8 8 5 9 7

x2 5 . 4 4 2 5 - 4 4 5 ( h ) 5 - 4 4 5 ( i o 5 . 4 4 8 6 3 6 3
x3 1 5 . 1 7 1 5 . 2 5 ( 1 2 ) 1 5 . 2 4 ( 1 2 ) 1 5 . 3 1 2 6 1 i

x4 2 9 . 0 8 2 9 . 6 6 ( 1 2 ) 2 9 . 6 2 ( 1 2 ) 3 0 . i 1 5 0 1

X5 4 5 - 5 6 4 7 - 8 7 ( 1 2 ) 4 7 . 7 3 ( 1 2 ) 4 9 - 8 5 3 4
Xö 6 2 . 0 8 6 8 . 3 6 ( 1 2 ) 6 7 . 9 5 ( 1 2 ) 7 4 . 5 2 8

X7 7 6 8 9 ( 1 2 ) 8 8 ( 1 2 ) 1 0 4 . 1 4

X8 8 7 1 0 7 ( 1 2 ) 1 0 6 ( 1 2 ) 1 3 8 . 9
X9 9 6 1 2 8 ( 1 3 ) 1 2 6 ' ( 1 3 ) 1 9 2

n =  I O

■
(IO) cu) ( 2 3 ) (5 )

Xi 0 . 5 4 0 3 1 4 0 . 5 4 0 3 1 7 ( 1 4 ) 0 . 5 4 0 3 1 6 9 ( 1 4 ) 0 . 5 4 0 3 1 8 8 5 9 6 2

X2 5 . 4 4 3 5 . 4 4 6 ( 1 3 ) 5 . 4 4 6 ( 1 3 ) 5 . 4 4 8 6 3 6 2

X3 1 5 . 2 0 1 5 . 2 7 ( 1 4 ) 1 5 . 2 6 ( 1 3 ) 1 5 . 3 1 2 6 1
x4 2 9 . 3 5 2 9 . 7 9 ( 1 4 ) 2 9 . 7 7 ( 1 4 ) 3 0 . 1 1 5

X5 4 6 . 6 1 4 8 . 4 6 ( 1 4 ) 4 8 . 3 7 ( 1 4 ) 4 9 - 8 5 3 3 1
Xö 6 4 . 8 3 7 0 . 1 ( 1 4 ) 6 9 . 8 2 ( 1 4 ) 7 4 - 5 2 7
X7 8 1 . 6 9 2 . 9 ( 1 4 ) 9 2 . 3 ( 1 4 ) 1 0 4 . 1 3 7

X8 9 5 1 1 5 ( 1 4 ) 1 1 3 ( 1 4 ) 1 3 8 . 7
x9 105 13 5 ( 1 4 ) 1 3 3 ( 1 4 ) 1 7 9
X10 115 1 5 7 ( 1 5 ) 155 ( 1 4 ) 2 4 3

n =  11

(IO) a i) ( 2 3 ) (5 )

>1 0 . 5 4 0 3 1 5 0 . 5 4 0 3 1 7 5 ; ( 1 5 ) 0 . 5 4 0 3 1 7 4 ( 1 5 ) 0 . 5 4 0 3 1 8 8 5 9 5 9

x2 5 - 4 4 5 5 - 4 4 7 ( 1 5 ) 5 - 4 4 7 ( 1 5 ) 5 . 4 4 8 6 3 6 1 8
x3 1 5 . 2 3 1 5 . 2 8 ( 1 5 ) 1 5 . 2 8 ( 1 5 ) 1 5 . 3 1 2 6 0 9

x4 2 9 . 5 3

0000.C4 ( 1 5 ) 2 9 . 8 7 ( 1 5 ) 3 0 . 1 1 4 9 9
X5 4 7 - 3 5 4 8 . 8 4 ( > 1 5 ) 4 8 . 7 8 ( 1 5 ) 4 9 - 8 5 3 2 9
x6 6 6 . 8 8 7 I . 2 8 ( > 1 5 ) 7 1 . 0 8 ( 1 5 ) 7 4 . 5 2 6 9

X7 8 5 . 8 9 5 . 7 8 ( > 1 5 ) 9 5 - 3 2 ( 1 5 ) 1 0 4 . 1 3 6

Xs 1 0 2 1 2 0 ( 1 5 ) 1 19 ( 1 5 ) 1 3 8 . 6 8

9̂ 1 15 I 4 3 ( 1 5 ) 1 4 2 ( 1 5 ) 1 7 8 . 2

X10 125 1 6 4 ( > 1 5 ) 1 6 2 ( 1 5 ) 2 2 4

X11 13 5 1 8 9 ( > 1 5 ) 1 8 7  ( > 1 5 ) 2 9 9
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n =  12

( 1 0 ) ( i o ( 2 3 ) (5)

Xi 0 . 5 4 0 3 1 6 0 . 5 4 0 3 1 7 8 0 . 5 4 0 3 1 7 8 0 . 5 4 0 3 1 8 8 5 9 5 8

X2 5 - 4 4 5 9 5 . 4 4 7 6 5 - 4 4 7 5 5 . 4 4 8 6 3 6 1 7

X3 1 5 . 2 5 1 5 . 2 9 1 5 . 2 8 1 5 . 3 1 2 6 0 8 7

x 4 2 9 . 6 6 2 9 . 9 4 2 9 - 9 3 3 0 . 1 1 4 9 8 8

X5 4 7 . 8 9 4 9 . 1 4 9 . 0 6 4 9 . 8 5 3 2 7

Xß 6 8 . 4 3 7 2 . 0 9 7 1 . 9 5 7 4 . 5 2 6 8 2

X7 8 9 . 1 9 7 . 7 8 9 7 - 4 4 1 0 4 . 1 3 5 5

X8 1 0 8 1 2 4 1 2 3 1 3 8 . 6 7 9 3

X9 1 2 4 1 5 0 1 4 9 1 7 8 . 1 6

, X10 1 3 6 175 1 73 2 2 3

X u 1 4 6 1 9 7 1 9 4 2 7 4

X12 1 55 2 2 3 2 2 1 3 6 2

n =  13

( 1 0 ) ( i i ) ( 2 3 ) (5 )

Xi 0 . 5 4 0 3 1 6 7 0 . 5 4 0 3 1 8 1 0 . 5 4 0 3 1 8 0 . 5 4 0 3 1 8 8 5 9 5 7

x 2 5 . 4 4 6 5 5 . 4 4 7 8 5 . 4 4 7 8 5 . 4 4 8 6 3 6 1 6

X 3 1 5 . 2 6 1 5 - 2 9 5 1 5 . 2 9 4 1 5 . 3 1 2 6 0 8 5

X 4 2 9 . 7 6 2 9 . 9 8 2 9 . 9 8 3 0 . 1 1 4 9 8 6

X 5 4 8 . 2 9 4 9 - 2 8 4 9 . 2 5 4 9 . 8 5 3 2 6 2

Xß 6 9 . 6 0 7 2 . 6 6 7 2 . 5 6 7 4 . 5 2 6 7 9

X 7 9 1 . 8 3 9 9 - 2 3 9 8 . 9 8 1 0 4 . 1 3 5 4

X 8 1 12 127. ,127 1 3 8 . 6 7 9

X 9 131 1 5 6 155 1 7 8 . 1 5 8

X 1 0 1 4 6 1 8 4 1 8 2 2 2 2 . 6

X u 1 5 8 2 0 9 2 0 6 2 7 2

X 1 2 1 6 7 2 3 1 2 2 9 3 2 9

X 1 3 1 7 7 2 6 0 2 5 7 4 3 1
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n =  14

(io) (II) (23) (5)

Xi 0.5403171 0.5403182 0.5403182 ,0.540318859564
X 2 5.4469 5-448 5.448 5.448636154
X 3 15.27 15.299 15.299 15.31260842
x4 '29.83 30.01 30.01 30.1149854
X 5 48.59 49-41 49-39 49-853259
x6 70.51 73.07 73 74.52678
X 7 93-94 , 100.2 100. i 104.13533
X8 116 129 129 138.6789
x9 137 160 159 178.1574
X 1 0 155 191 189 222.58
X 1 1 169 219 2Ï7 271.92
X 1 2 181 245 242 327
X l3 190 269 266 390
X 1 4 199 299 296 506

n =  1$

( i o ) ( I I ) ( 2 3 ) ( 5 )

X i 0 . 5 4 0 3 1 7 5 0 . 5 4 0 3 1 8 4 0 . 5 4 0 3 1 8 4 0 . 5 4 0 3 1 8 8 5 9 5 6 2

x 2 5 . 4 4 7 2 5 . 4 4 8 1 5 . 4 4 8 1 5 . 4 4 8 6 3 6 1 5 2

x 3 1 5 . 2 8 1 5 . 3 1 5 - 3 1 5 . 3 1 2 6 0 8 3 8

x 4 2 9 . 8 8 3 0 . 0 3 3 0 - 0 3 3 0 . 1 1 4 9 8 5

X5 4 8 . 8 2 4 9 - 4 9 4 9 - 4 8 4 9 . 8 5 3 2 5 7

x 6 7 1 . 2 1 7 3 - 3 4 7 3 - 3 2 7 4 . 5 2 6 7 7

■ k i , 9 5 . 6 2 1 0 0 . 9 1 0 0 . 9 I 0 4 - I 3 5 3
X8 1 2 0 131 131 1 3 8 . 6 7 8 8

X9 M 3 1 6 3 1 6 3 1 7 8 . 1 5 7 2

X10 163 19 5 195 2 2 2 . 5 7 1

X u 1 8 0 2 2 7 2 2 6 2 7 I . 9 1 9

X1I2 1 9 4 2 5 5 ■ 2 5 5 3 2 6 . 2 I

X i3 2 0 4 2 8 1 2 8 I 3 8 6

X i4 2 1 3 3 0 5 3O5 4 5 6

X15 2 2 3 3 3 8 3 3 8 5 8 8
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