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Meccanica. —- S u l potenziale elastico linearizzato d i una volta 
sottile. Nota di G iorgio F errarese , presentata r) dal Socio G. K rall.

Summary. — An invariant form of the strain-energy-function for isotropic thin shells 
is deduced by threedimensional theory. The author suggests some coupled flexural and 
extensional terms which can be neglected in the case of an insufficiently curved middle 
surface in the unstressed state.

In  questa Nota, che si riattacca a lavori precedenti [2] e [3], si prende 
in speciale riguardo il caso di una volta elastica, isotropa ed omogenea, di 
piccolo spessore. Per un tal sistema la teoria tridim ensionale suggerisce una 
espressione del potenziale elastico linearizzato che, oltre ad essere invarian- 
tiva, a differenza del potenziale flessionale del Love, com pleta i ben noti 
term ini di pura estensione e di pura flessione con termini d i accoppiamento, 
a mio avviso, altre ttan to  legittimi.

Questi ultimi, indipendentem ente dalla linearizzazione, sono trascurabili 
soltanto se la superficie di riferim ento (e quindi quella deform ata) è di pic­
cola curvatu ra (§ 4 in fine).

I. RICHIAMI E g e n e r a l i t à .  -  Si consideri un sistema continuo S, sche­
m atizzabile in una volta di spessore costante 2 h\ indicando con <*): C la con­
figurazione attuale di S; S  la superficie m ediana di C, riferita a coordinate 
molecolari (V) ( 2 = 1 , 2 ) ;  {E z } la base naturale localmente associata a S  ed 
{E*} la base duale: E*’-E* — ; A ik e Bik i coefficienti della prim a e seconda
form a quadratica di 2 :

( 0  A a  =  E,-E4 , B a ^ a . - N - E , ,

N essendo il versore della norm ale a 2 ; X e di le curvature m edia e totale:

(2) 3Cs B /  =  A « B a  , Æ s d e t | | B / | | = - g | | ^ | |  ,

(A tk reciproco di A ik nella m atrice || A ik ||); (x*, z) coordinate gaussiane di C; 
{^a} (a =  1 , 2 , 3) la base naturale associata:

(3) =  E, +  E* , £3 =  N ;

{£“ } la base duale:

(3') =  (i +  K*) E* — zWk Ek , £3 — N ,

(*) Nella seduta del 12 novembre 1966.
(1) Cfr., con qualche adattamento per le notazioni, [2], p. 821.
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con

(4) <3) =  I +  Kz +  Siz2]

Gaß — ea‘8ß, infine, la m etrica di C:

( 5 ) G ik =  ^ i k  +  2  ^ i k z  +  B B / ^ 2 , G / 3  =  o  , G3 3  =  1;

ove per i prodotti Bir B /  si ha identicam ente:

(6)

L a (3'), congiunta alla (6), perm ette di determ inare la m atrice reciproca 
di II Gap II. Si ha precisam ente da GaJ3 —

(50 Gtk =  TA^ +  zy ty k , G*3 =  o , G33 == i,

ove si è posto

(7)
r  =  ^ [ i  + - 2 K* + ( J C a  — «)*«] 

X =  --- (2 +  Xs) ■

Nel seguito si pensa prefissata una configurazione di riferim ento della 
volta, c e si suppone che le (V) siano coordinate curvilinee della superficie 
m ediana or di c, eventualm ente coordinate di curvatura. Sono inoltre indicati 
con lettere minuscole gli elementi relativi alla configurazione di riferimento; 
ad esempio con: { e la base naturale localmente associata a a; aik e bik i 
coefficienti della prim a e seconda form a quadratica di a; atk il reciproco di aik 
nella m atrice || aik | | , ecc.

Salvo esplicito avviso, per i tensori superficiali definiti su a (o sulla cor­
rispondente S) l’innalzam ento o l’abbassam ento degli indici sarà eseguito 
m ediante il tensore fondam entale aik .

2. C a r a t t e r i s t i c h e  d i  d e f o r m a z io n e  l o c a l i  e  g l o b a l i .  -  Per ogni 
spostam ento c ->C della volta le caratteristiche locali di deformazione sono 
date» dalle differenze

(8 ) z ik =  G'k 2 g,k , s »3 =  0  , £33 =  O ( i , k  =  I , 2),

funzioni, oltre che di z, dei due tensori superficiali

(9) , F a ^ B  a —  ba .

Precisam ente si ha, come dalla (5) e dalla relazione analoga, valida nella 
configurazione di riferim ento,

zik =  E ik +  z ¥ ik +  —  (Bir A rs B ^ — bir ars bsk)(S')



204 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. X LII — febbraio 1967

ove A ", reciproco di A rj =  ars +  2 Ers, è dato dalla form ula <2>

(io)
con

A rs _ (I + 2 L ) ^ - 2 E r’
A  I + 2 A

0 0
I Ä = L e +  ( L ! - Q , )  , Le =  aik

I Q„ =  Eik Ea =  a'1 ahm Eik Elm .

Si noti esplicitam ente che, essendo

0 2) i + 2 A = A  (A =  det I) A ik K , a =  det || aik ||

il coefficiente di dilatazione superficiale su a è dato da

(13) $a — Fi +  2 A —  i =  / i  +  2L Ä +  2 (L*—  Qe) —  i .

T enuto  conto della (io ) e della (9)2, la (8') dà luogo alla seguente espres­
sione delle caratteristiche di deformazione:

(H ) Vik +  7 +  2A ~  +  L J  F /  ¥kr —

(pir Fks +  bfrYi, +  ¥ ir F*,— 2 A birbks) Ers— (L?— Qe) (òrbkr +  b [¥ kr +  b{  F |V) 

ove per brev ità si è indicata con 1)ik la parte  lineare in ¥ ik ed ¥ a :

(i5) na - Ea + *Fa + f- Qr F* + b{ ¥ ïr) -  òr bk* E
Se la superficie di riferim ento è piana, cioè bik — o, si ha più semplicemente

( 16) zik — F ik +  ^Fik +  ----- 2 a

In  ogni caso l’annullarsi su a dei due tensori superficiali Eik ed è, 
per una volta, equivalente alle condizioni saß =  o- • *c\ caratterizza cioè, 
come è naturale, gli spostam enti rigidi.

3. C a r a t t e r i s t i c h e  d e g l i  s f o r z i  e  p o t e n z i a l e .  -  In  corrispondenza 
alla configurazione generica C della volta, conviene considerare due tipi almeno 
di componenti parziali degli sforzi Y*' =  ßa‘ <3> (ß omografia di tensione), e 
precisamente:

(17) Y* =  ßa*• bk =  Y ki ; Y ik =  ßc'-E* =4= Y* (i , k =  1 , 2).

(2) Nel dedurre la (io) si tien conto della identità, analoga alla (6),

E ir E^r =  li e E ik I2« aik (li« =  L̂  =  0 E ik , I2« =  det || E*̂  || ) , 
e del legame tra i due invarianti quadratici di un tensore:

Qe =  E*k Eik =  l \ e — 2 I2e.

(3) Lo sforzo Y3 =  ßg3 non interviene nella teoria ordinaria delle volte.
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N aturalm ente, stante la (3') o la equivalente (4>

(3'0 E* =  €* +  z B \e r )

sussistono i legami:

( 18) =  (1 +  zX) Y ik —  zBkr Y ir «=» Y*k =  Ÿ* +  *B*r Y‘>.

Le Y‘* perm ettono di scrivere il lavoro delle forze intime di una volta 
nella form a usuale

( 19) S£(!n° =  i Y ü Ss,, ~ de (de =  b Ila dx1 dx2 afe) ;
J b\a

laddove le intervengono nell’espressione equivalente (cfr. [2], p. 825)

( 19') S2<in-> =  f (N« SE,, +  S* SF,,) | /A  </<r =  p , ^  ,
a

essendo

(20)

A h
N « = j ® (Yrt —  Y”)  d z =  j<3> (Y ik —  z2 BV Y") dz

-h
h

S* ~  -
-h

-h
h

ik =  — J  z® (Y* +  Y ki) dz =  J z © Y« +  — ^ (B‘„ Y'* +  B ^ Y” ) dz

A m m ettiam o ora che il sistem a m ateriale schem atizzato nella volta sia 
elastico <5 6> e che W  (e) rappresenti Y energìa potenziale elastica isoterm a speci­
fica acquisita nel passaggio dallo stato di equilibrio spontaneo e stabile c, 
allo stato  attuale C. Si avrà allora

O -) - t } / 4 ÿ “ s' . * = s w  =  I S - s ‘ .»

nonché, confrontando le (19) e (19'),

(21 ') -}/- (N* SE,, +  S* SF„) = SE,, -f ^  SE,,,

(4) Si noti che nelle (3) e (3'), del tipo Si =  Er , sl — \ r Er, i coefficienti \ r sono
* i

1 reciproci di Ar nella corrispondente matrice.

(5) Qui le caratteristiche lagrangiane di tensione sono date da Ÿ& .
b Y a

(6) Più in generale si potrebbe considerare un sistema a trasformazioni reversibili 
(cfr. [6]).
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essendo
h

(22) w  (E /F ) == W  (e) bds
-h

l’energia potenziale elastica della volta riferita all’un ità  di area della super­
ficie di riferim ento a.

D al potenziale elastico tridim ensionale W  (z) si passa cosi, utilizzando 
la (14), al potenziale bidim ensionale w  (E /F ) con una semplice integrazione 
rispetto a z.

Nel caso, ad esempio, di un sistem a isotropo in c, W  è funzione delle zik 
per il tram ite  dei due invarianti

(fi e k  curvature m edia e totale d ia ) . Per ricavare w  basterà allora esplicitare 
nella (23) le zik come dalla (14) e successivam ente integrare Wb rispetto a z .

4. P o t e n z i a l e  e l a s t i c o  l i n e a r i z z a t o  d i  u n a  v o l t a  s o t t i l e  i s o t r o p a  
E OMOGENEA. -  Nel caso linearizzato le zik vanno sostituite con le r\ik della (15), 
arrestate ai term ini di i° ordine nelle componenti di spostam ento. Se in piu 
si suppone la volta sottile, potranno trascurarsi i term ini che contengono z 
ad una potenza superiore a 2. Si ha allora, con ovvio significato dei simboli,

i L = Y a i l t iM +  zxòikeik= Y \Le-]-zl^+ z2 (Lv —  L ^ ) ] + ^ ( L i,+ 2 ’L J/)M-----

(26) 1 Q "" ^ a"  ZxbÌry (yakS +  ZxbkS') Zii S rs =  T2 f fk fìik +  2 Z^xb" 7]/ Y)„ +
I +  .z2 * 2 bir bks riik 7)„H----- =  Y2 [Q< +  2 zL,j +  2 s2 (L,v — Qti) +  Q/] +

! +  2 zy x  (Liee +  ZzLkf) + z 2x2Qei -ì----- ,

(23) L  s  g°$ so3 =  g *  z.t  , Q =  £oß =  g irg ks z .k Zrs

ove, come dalle (5') e (7) riferite a c, è

(24) gik  =  y a ik

con

(2S)

_ _ [ !  +  2 fi* +  ( * ? _ £ )  *2]

------(2 +  ^ z)  5 b =  I -f- h z  +  k z %,

ove

è̂eb =  bir Ers bsi =  Ers (Mrs — kars) =  fiL* — kEe
(2 7)

(7) L’invariante cubico C =  saß zay z ^  =  z^  z r zrk non è indipendente da L e Q. Pre­
cisamente si ha, utilizzando opportunamente l’identità di cui alla nota (2),

C = Zik ( l J k-  L22 Q g ij  =  LQ -  4  L (L * '-  Q) =  —  (3 Q - L«).
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e insieme

(28) Y =  I —  3 kz3 +  • • • , x  — ■— 2 -f- 3 Lz - f  • • •.

Dalla (26)1 segue inoltre

L 2 =  y2 L2 +  2 zy L e (yLjr +  xL le) +  /  (yLf  +  xL ief  +

+  2. z2 yL, (L i/ —  Uei +  xL lf) =  (1 — 4 kz-) L ; +  2 zLe [Lf  —

— 2 (i — Uz) L* — *LV] +  *2 ( l 7  _  2 Lfc) 2 +  • • • ;

sì che dal potenziale classico W  =  — (XL2 +  2 p.Q) (X e p coefficienti di Lamé), 
per integrazione si ottiene

(29)

ove si è posto

W =  O', +  Wf +  We/ +  w'e

I w, =  h (XL2 +  2 (iQ,) , wf  =  — Â3 (XLj +  2 (iQy)

I wef =  — h3 U (XL„ L f  +  2 pL ,/) ■ —A3 [X (L, L hf  T  2 Ly L fc) 6 p L ^ ]
(30) <

I w. =  -~ hz (XL| +  jxQfc) +  -  A3 Ap L e L ie —  j  }? (3 \k  +  2 p42) L 2 +

( +  ~  h3 [x (E2 —  5 k) Qe .

N aturalm ente le lim itazioni classiche [ t > o , 3 X  +  2 p , > o  assicurano a w  il 
carattere di form a definita positiva, almeno subordinatam ente all’ipotesi che 
sia definita positiva la m etrica g ik dx{ dxl per ogni z  nell’intervallo (— h , h).

T anto  wej ,  che contiene i term ini di accoppiam ento, quanto w'e, pu r 
essendo, a mio avviso, perfettamente legittimi, non figurano nelle teorie linea- 
rizzate ordinarie (cfr. ad esempio [5], p. 530 e, più recentem ente [4], p. 17). 
Essi sono trascurabili rispetto a w, ew f  soltanto se si suppone poco incurvata 
la superficie di riferim ento a, trascurabili cioè L e k ,  nonché gli invarianti 
dei due tensori L lk e F,* costruiti con bik. In questo caso si può ritenere 
•W = ,w e +  Wf e, assum endo su a coordinate di curvatura, con che <8>

(3 1 ) au  — A i , Æ12 — o , Æ22 — A2 ; b\\ =  —  —  bi2 =  o , <$22 =Ki
(Ri >  o , R2 >  o raggi di cu rvatu ra principali), risulta

A;

(32)

L, r  +
Ei
A2

Ü L  +
A? +

E22
A2A2

F22

E2 E2r\ n , -12
a " V  +  ! ï ï  +

F2 F2
Q f =  ■—  4 - 2 — 4 - - 

' '  At +  A  ̂Ag +

2

r T ’

(8) Si suppone la normale n  a a orientata verso la concavità della superficie.
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D ’altra parte, indicati con 81 e §2 , S3 rispettivam ente, gli allungam enti e lo 
scorrimento, si ha A n  =  an (i +  Si)2, A22 =  <222 (i +  S2)2, A12 =  fA n  A22 S3, 
da cui

(33) En =  — Ai Si (2 +  Si) , E22 =  — A2 S2 (2 +  82),

E12 =  — Ai A2 S3 (1 +  Si) (1- +  82),

nonché, 
P- 473):

(34)

K i , K2 e T essendo le «changes of curvature» del Love (cfr. [1],

SiFu  -  AÎ (I +  Si) Ki +
Ri

Fia =  Ai A 2 (i +  82) [83 (K i +  4 r) +  h  — Si t

F22 =  A| (1 +  82) j -■ f  ĝ  3̂ +  4i~) +  f 1 — 83

+  |/ i — SsKa +  ^ ^ i  — 8;

.2
3 T +

- J _ V
I fi- S2 / Ì

Ne consegue, conservando nelle (33) e (34) solo i term ini di i° ordine, la se­
guente espressione di we e Wj\

(35)

i w. =  h (X +  2 [i) (81 +  S2)2 ■— 4 [x S2 ------

) Wf = ~3~ I ̂  2 ̂  (Kl + V ^ Ka VÌ
—  4 f* K> + è) (Ka + è T +

Ss_\2 
Ra )

S3
Rf

A differenza di we, e contrariam ente a quanto si am m ette generalm ente,
Wj non conserva la sua espressione formale nel passaggio da una piastra ad

S3una volta; anzi l’intervento di t +  —- in luogo di t è tan to  più necessario 
in quanto assicura al potenziale il carattere di invarianza rispetto allo scambio 
delle linee di curvatura.
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