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A n a lis i  m a te m a t ic a .  —  Sur un problème concernant les domaines 
d'unicité pour le problème de Dirichlet associé à un opérateur elliptique. 
Nota di N. B o bo c  e P. M u st a t a , presentata n  dal Corrisp. C. M i 
r a n d a .

RIASSUNTO. — In questa Nota si risolve un problema posto da C. Miranda, la cui riso
luzione permette di dimostrare resistenza della soluzione del problema di Dirichlet riguar
dante un operantore lineare uniformemente ellittico del secondo ordine e un dominio regolare 
con dati, continui sulla frontiera e nell’ipotesi che valga il relativo teorema d’unicità della 
soluzione.

Si Q est un  dom aine régulier relativem ent compact de R ” et L  est 
un opérateur linéaire uniform ém ent elliptique de second ordre sur O tel que 
O est un dom aine d ’unicité pour le problèm e de D irichlet associé à L, on 
dém ontre q u ’il existe une constante y  =  y  (L , Q) telle que

sup I u (x) I <  y (sup I Lu (x) | -f: sup | u (x) | )
x  €  Q x €- Q x €  3Q

pour toute fonction « ‘ continue sur û  et continue différentiable de second 
ordre sur Q. C ’est un problèm e posé par C. M iranda ([3], chap. V, 35, V I). 
De cette relation on peut dém ontrer ([3], chap. V, 36, IV) l ’existence d ’une 
solution du problèm e de D irichlet avec les données continues sur 3 0 . Les 
coefficients de l ’opérateur L  sont supposés hôlderiens.

i. Soient O un dom aine relativem ent com pact de R** et a un nom bre 
réel non entier, a >  2. Pour chaque fonction réelle /  sur O pour laquelle 
toutes les dérivées DJ/ y \ j  | <  a W existent et sont continues, nous noterons

n (a)

ll/ll? =  1/ 1« : =  2  I f h  +  [/L
k=Q

où n (a) est la partie  entière de a ,

[ / ] ?  =  [ / L =  sup |D-7 » | ,
x C- Q
\ j \ = k

et

[ / ] ?  =  L /L  =  sup
x , y  C- Q
I J |=»(«)

ID Y W -D '/O O I
\ x — y \ a~ n(a)

k e N , k <  a

(*) Nella seduta dell’n  febbraio 1967.
(1) Si / e  Nw, j  =  ( /1 ,72 , • • •, y«) nous posons

n \j\
| j | = S / s  , Dy = ----=—

k=l dx^ 1 èxlp • * • dx̂ n
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Nous considérons l ’espace de Banach (Ba (O) des fonctions réelles /  sur fi 
pour laquelle \ f \ a <  +  00 m uni de la norm e

/ - I I / L -
Evidem m ent chaque fonction u 6 ß * (Q) peut être prolongée à une fonction 
continue sur Q dont la restriction à 3fi (la frontière de O) sera désignée 
par Bu.

L ’espace de Banach <&a (3fi) des fonctions /  sur 30  de la form e/  =  Bu, 
u G &a (O) doté par la norm e

|||/ '|||a  =  inf {J!^ ||a \ u e &a (O) , /  =  Bu}

est isom orphe à l ’espace quotient

( O  ) / e s  ( O )

où &o (O) est le sous-espace de &  (O) formé par les fonctions u  pour lequel 
B u — o.

Nous désignerons p ar £ (O) l’ensemble des applications

L : e* (O) -> e * -2 (O)

L =  £ atJ-
*>j = 1

32
dx. dx .t J * —1 * i

où, pour chaque L,

i° aij, b*, c 6 (O), i , j  € { i , 2 , • • •, n }  ;
2° il existe un nom bre réel positif <7 tel que

n

Nous désignerons par eF (fi) l ’ensemble des fonctions continues sur O 
et continues différentiables de second ordre sur O. Soient L 6 £ (û ).

L  =  2
i , j= 1

32
dx.dx.* j

+  X  &i= 1
3

dx. +  c-

et U  un  dom aine, U  C fi. Nous noterons pour toute fonction v e eF (U) par Bv  
la fonction

2i,j=1
32 z/

dx .dx. 2 > -
i=l

êv
dx. +  cv.

Il est bien connu ([2], [3]), l ’assertion suivante:
a) P our chaque L  € £ (fi) et pour chaque domaine U  , U C fi i l  existe 

une constante y telle que

u  € e* (Q) => Il u  <  y (Il ~Lu ||?_2 +  [u]o).
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U n dom aine relativem ent com pact O de R ” sera nommé a-régulier si les 
conditions suivantes sont remplies:

i°  pour chaque /  e ß a~2 (O) il  existe une fonction u e <£a (£2) telle que 
Bu =  o et

A u : = 32 u
^  T T  *'=1 = / ;

2° chaque couple (y0 , cr0) des nombres réels positifs il  existe une
constante y telle que

u e e *  (O) => Il u II* <  y ( || L u ||a_2 +  [u]0 +  ||| Bu |j|a)

pour tout L  € £ (O)

où
tij — l i J 1 = 1 t

I  * * 11.-2 , a - 2 M |a-2^Y<>

ÇeR»=> 2  o |Ç| a.
*»y=i

On sait ([1 ]) que pour chaque dom aine O et pour chaque com pact K, K C O , 
il existe un dom aine ^-régu lier U  tel que K C U C Ü C O .  De m êm e on sait 
( t2]> [3]) que:

b) Soient O un domaine a-régulier et B e 2  (O). S i on a

(' u G Cq (O) , L  u — o) —r* u —— o 

alors por chaque f e  <£a~ 2 (O) et 9 6 ^  (2 0 ) T/ existe u e (£a (O) te/ que

Bu =  f  , Bu =  <p .

2. Soit O ' un dom aine de RT U n dom aine relativem ent com pact O, 
O C  O ' sera nommé domaine d'unicité par rapport à L  e 2  (O ') si pour chaque 
fonction v continue sur O dont la restriction à tout domaine U  , Ü  C O, ap p a r
tient, à (U), est égal à zéro si

Bv — o et v L =  o.
1 dß

On sait ([2], [3]) l ’assertion suivante:
c) S 'i l  existe sur O une fonction s € cF (O) telle que

irif j* (x) >  0 , Bs <  o
^ e û

alors O est un domaine d'unicité par rapport à L 6 £ (O '). De plus il existe 
une costante y =  y (O , L) telle que

u £ & (O) => sup I u (x) I <  y (sup I Bu (x) | -f- sup | u (x) | ).
# €• ß  a; C ß  x  C dß
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R e m a r q u e  i .  -  U tilisan t les propositions b) et a) o n  déduit que pour 
chaque dom aine ^-régu lier £2 pour lequel l ’hypothèse de la proposition c) 
est rem plie et pour chaque fonction réelle continue 9 sur 3£2 il existe une 
fonction u € & (£2) telle que

U\dQ ~  ?  > Lu  =  °

et telle que pour tou t dom aine U , U C £2, on a

u |n g 0* (U).

R e m a r q u e  2. -  Pour chaque L  e £ (£2') il existe une base de £2' formée 
par des dom aines ^-réguliers pour lesquels l ’hypothèse de la proposition c) 
est remplie.

PROPOSITION. -  Supposons que O est un domaine d 'unicité p ar rapport 
à L  G £ (O 7). A lors i l  existe une constante y =  y (L) telle que

u G eF (O) => sup I u (x) I <  y (sup | L  u (x) | -\- sup | u (x) | ).
x  €  û  ai C - Q  x  €  dQ

Supposons que la proposition n ’est pas vraie. Alors il existe une suite (u^) 
u n G oï (O) telle que

sup I un (x) I =  i , sup IL un Çx') I -> o , sup | un (x) | -> o.
x C- Q x  G 3Q

Soit V un dom ainè ^-régulier, par rapport à L  , V C O tel que l ’hypothèse 
de la proposition c) est remplie. Pour chaque n  G N nous désignerons par hn 
la fonction de $  (V) telle que

>Mgv Un\dv ~Lkn == O

et telle que pour chaque dom aine U , U C V on a

h n  l u  G e* (U).

U tilisant l ’assertion a) on déduit q u ’il existe une sous-suite de (k^) qui con
verge uniform ém ent sur tout compact de V vers une fonction h dont la 
restriction à tout dom aine U , U C V  appartient à 0 Æ (U). Evidem m ent on a

sup I u n (y )  — hn (y) | <  y (sup | L u„ (y) | ) , L  h =  o.
y e v  y ev

Puisque chaque point x  G £2 appartien t A  un dom aine V  du type ci-dessus, 
alors il existe une sous-suite de (un) qui converge uniform ém ent sur tout 
com pact de O vers une fonction u telle que pour chaque dom aine U  , U C O, 
on a

u  | y G (U) , ~Lu =  o.

Evidem m ent on peut supposer que la suite (u^) converge uniform ém ent, sur 
tou t com pact de £2, vers u .
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Soit x  e 30  et (V , U ) un couple où V , U  sont des domaines ^-réguliers 
U C V C V C O ^ e U ,  pour lesquels l ’hypothèse de la proposition c) est 
remplie. P our chaque s >  o il existe un com pact K e de O et une fonction 
vE sur V telle que ve |v, e (V') pour tou t dom aine V ',  V ' C V  et

où

L ve =  o , vE >  o , vE |u <  £, 

l im inf ve (y) >  1
V 3  y  —> y ’ C

r e =  ( a v ) n ^  — K e .

Nous désignerons par w  (resp. w') une fonction de (V) pour laquelle

\jw  =  o (resp. Lw ’ =  1),

H 3v =  1 (resp .w' |3V=  o).

Evidem m ent
a : =  inf w  (y ) >  o 

yev
et

w' <  o .

Soit n E un nom bre naturel tel que

(m\, n > n E y y  e K 8),=> | um ( y ) —  un(y)  | <  s , n > n E^  (| un \ |aQ <  s , \Lun\ <  s).

On peut vérifier aisém ent que, sur 3 (V f) O) on a pour n >  rn '>nE,

lim sup (um (y ) — un {y) —  2 vE (y) —  w (y) +  2 zw ' (.y)) <  o. 
V9 j - > y e 3v 1 a I

Puisque, sur V f i û ,  on a

L \ U m ■----  U n ----  2  Ve --------W  -f- 2 Z w '\  >  O ,

on déduit, sur V D Q, la relation

m y n >  nE => | u m ■— un \ <  2 (vE +  -.^ w  — zw'^j •

Donc, sur U f i O ,  on a

n ytn > nE^ \ u m — un \ <  2 s 1̂ -f- —-----w' ĵ .

Nous obtenons ainsi que la fonction u est continue sur O et que u |9q =  o. 

T eqant compte du fait que £} est un dom aine d ’unicité nous avons

u — o

La dém onstration est ainsi achevée.
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