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Analisi matematica. Sur un probléme concernant les domaines

d'unicité pour le probléme de Dirichlet associé & un opératenr elliptique.
Nota di N. Bosoc e P. MusTATX, presentata ® dal Corrisp. C. M1-
RANDA.

RIASSUNTO. — In questa Nota si risolve un problema posto da C. Miranda, la cui riso-
luzione permette di dimostrare l'esistenza della soluzione del problema di Dirichlet riguar-
dante un operantore lineare uniformemente ellittico del secondo ordine e un dominio regolare
con dati, continui sulla frontiera e nell’ipotesi che valga il relativo teorema d’unicita della
soluzione.

Si Q est un domaine régulier relativement compact de R” et L est
un opérateur linéaire uniformément elliptique de second ordre sur Q tel que
Q est un domaine d’unicité pour le probléme de Dirichlet associé 4 L, on
démontre qu’il existe une constante y =y (L, Q) telle que

sg};lﬂ%ﬂ SMSEI;ILu ()] + §:gg|%<x>l>

pour toute fonction z continue sur Q et continue différentiable de second
ordre sur Q. C’est un probléme posé par C. Miranda ([3], chap. V, 33, VI).
De cette relation on peut démontrer ([3], chap. V, 36, IV) l'existence d’une
solution du probléme de Dirichlet avec les données continues sur 2Q. Les
coefficients de I'opérateur L sont supposés hélderiens.

I. Soient Q un domaine relativement compact de R” et ¢ un nombre
réel non entier, @ > 2. Pour chaque fonction réelle / sur Q pour laquelle
toutes les dérivées D’ /, | 7| < a @ existent et sont continues, nous noterons

7 (a)

VA= k=X UL+ [fl

=0
ot n (@) est la partie enti¢re de @,
/1 = Uk = sup [D7f ()], k€N, k<a
|7 |=#

et

7 _n’
8= flo= sup LO=D/OI.

zyeQ Ix‘—‘}’ Ia—n(a)
|7 |=2(a)

(*) Nella seduta dell’11 febbraio 1967.
(1) Si jeN”, j= (41,72, -+, ju) nOUS posons
7 X 3[11
| = ] ) Dj = -
71 kgl Tk dx{tdxfr- - dxln

12. — RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fasc. 2.
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Nous considérons I’espace de Banach @¢(Q) des fonctions réelles f sur Q
pour laquelle | /], < 4+ oo muni de la norme

=1/l

Evidemment chaque fonction # € @2 (Q) peut étre prolongée a une fonction
continue sur Q dont la restriction a 9Q (la frontiére de Q) sera désignée
par Bu.

L’espace de Banach € (9Q) des fonctions f sur 2Q de la forme f = Bu,
% € @2 (Q) doté par la norme

I llla = 1

est isomorphe a l’espace quotient

e (Q)/e (@)

o (Q), f = Bu}

olt €5 (Q) est le sous—espace de @°(Q) formé par les fonctions # pour lequel
Bux = o.
Nous désignerons par £ (Q) I’ensemble des applications

L:@ (Q) - &2(Q)

L= E “Ua X3 +Eéz

i, 7=1 =1

ou, pour chaque L;

1909, 6, ce@-2(Q), 7, 5€{1,2, --,n};
20 il existe un nombre réel positif ¢ tel que

EeR"= Z e 5 >0 L2

4, 7=1

Nous désignerons par & (Q) 'ensemble des fonctions continues sur Q
et continues différentiables de second ordre sur Q. Soient L € £ (Q).

L= E “”s;; 5%, +Ebt

,7=1

et U un domaine, U C Q. Nous noterons pour toute fonction v € § (U) par Lo
la fonction

”

.E 7 ax S:c E bl

Z,7=1

Il est bien connu ([2], [3]), 'assertion suivante:

a) Pour chaque L € £ (Q) et pour chaque domaine U, UCQ il existe
une constante y telle que

we @ Q)= |lu|f <y (|| Laclfe+ (D).
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Un domaine relativement compact Q de R” sera nommé a—rédeulier si les
conditions suivantes sont remplies:

10 pour chaque f € C+=2(Q) il existe une fonction ue€ @ (Q) telle que
Bu=o0 et

=1

Ag - — 3 B :
u.=2 " =f;
2

2° pour chaque couple (yy , 6) des nombres réels positifs il existe une
constante y telle que

u€C ()= |lule <y (|| Loella—z + 2o + || Ba l|.)
pour tout L € £(Q)

- a2 4 9
L= Y a¥ + X6
i o, 31:]. o 2

a7]la=2 »  |[&le-2 Il ¢]la—2 <o

EeRr = X aVE L > o g

i,7=

On sait ([1]) que pour chaque domaine Q et pour chaque compact K, KC Q,
il existe un domaine g-régulier U tel que KCUCUCQ. De méme on sait

(2], [3D) que:

b) Soient Q un domaine a—régulier et L € £ (Q). Si on a
(#€C(Q),Lu=0)=u=0
alors por chaque f € @2 (Q) et ¢ € @ (3Q) il existe u € @ (Q) tel que
Lu=f , Bu=qg.
2. Soit Q" un domaine de R”. Un domaine relativement compact Q,
QC Q' sera nommé domaine d'unicité par rapport & L € £ (Q') si pour chaque

fonction v continue sur Q dont la restriction & tout domaine U, UCQ, appar-
tient, & €2 (U), est égal 4 zéro si

Lv=0 et o.

”lag:

On sait ([2], [3]) l'assertion suivante:
¢) S’il existe sur Q une fonction s €§ (Q) telle que

inf s(x)>0 , Ls<o
x€Q
alors Q est un domaine d’unicité par rapport a L € £(Q"). De plus il existe

une costante Yy =1v(Q,L) telle que

w € (@)= sup | (x)] <y (sup | Lue ()] + sup | ()]).
x€Q x€Q x€0Q
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REMARQUE 1. - Utilisant les propositions 4) et &) on déduit que pour
chaque domaine a-régulier Q pour lequel '’hypothése de la proposition ¢)
est remplie et pour chaque fonction réelle continue ¢ sur 2Q il existe une
fonction = € § (Q) telle que

ulpg=0¢ , Lu=o

et telle que pour tout domaine U, UCQ, on a
ul, € e (U).

REMARQUE 2. — Pour chaque L € £ (Q’) il existe une base de Q' formée
par des domaines a-réguliers pour lesquels I'hypothese de la proposition ¢)
est remplie.

PROPOSITION. — Swupposons que Q est un domaine d'unicité par rapport
a L e (Q). Alors il existe une constante vy = v (L) telle que

w e (@) sup u ()| < (sup | Lue ()] + sup [ (&),

Supposons que la proposition n’est pas vraie. Alors il existe une suite (z,)
u, € § (Q) telle que
sup |u, (x)| =1 , sup|Lu,(x)| -0 , sup|u,(x)|—o.
x€Q x€Q x€90Q
Soit V un domainé a—régulier, par -rapport & L ,VCQ tel que 'hypothese
de la proposition ¢) est remplie. Pour chaque # € N nous désignerons par 4,
la fonction de & (V) telle que

}Z”IQV :.%n|av y L}Zn =0

et telle que pour chaque domaine U,UCV on a
hyly € € (U).

Utilisant Passertion @) on déduit qu’il existe une sous—suite de (%,) qui con-
verge uniformément sur tout compact de V vers une fonction /4 dont la
restriction & tout domaine U, UCYV appartient & @*(U). Evidemment on a

sup |#, (¥) — 4, (¥)| <y (sup |La, (»)|) , Lh=o.
y€V yEV

Puisque chaque point x € Q appartient.a un domaine V'du type ci-dessus,
alors il existe une sous—suite de (#,) qui converge uniformément sur tout
compact de  vers une fonction # telle que pour chaque domaine U ,TUCQ,
on a

uly€€U) , Lu=o.

Evidemment on peut supposer que la suite (#,) converge uniformément, sur
tout compact de Q, vers u.
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Soit x € 2Q et (V,U) un couple ot V,U sont des domaines a-réguliers
UCVCVCQ,x€U, pour lesquels 1'hypothése de la proposition ¢) est
remplie. Pour chaque € > o il existe un compact K, de Q et une fonction
v, sur V telle que o, |y, € @ (V') pour tout domaine V', V'CV et

Lve=0 , w.=0 , vlu<ce,

lim inf 2, (y) > 1
Voy >y €T,
L= (@EV)NQ—K, .
Nous désignerons par w (resp. w’) une fonction de ©* (V) pour laquelle
Lw = o (resp. L' = 1),
w|,, =1 (resp.w' | = o).
Evidemment

«:= inf w(y) >o0
y€V

et
w' <o.

Soit 7, un nombre naturel tel que

(m,n>n.,y€Ke)=|u, (¥)—u,(y)| <e,n>n=(|u,| 2o <& [La,| <o)

On peut vérifier aisément que, sur @ (VN Q) on a pour n >m >n,,

lim sup (i, (5) — 1, (3) —2 0. (1) — 25w () + 220" ()] < 0.
VOy—>y €9V

Puisque, sur VN Q, on a
2¢ ,
L(ummun-—zvs—-—[w—{—zsw)z_o,
on déduit, sur VN Q, la relation
m,n >n5=¢~]um~*un|Sz(vs+—o€c—w~sw/>-
Donc, sur UNnQ, on a
= " ,
n,m >ns:>]%m—u,,|g25(1—}—7—‘w).

Nous obtenons ainsi que la fonction 2z est continue sur Q et que z Iag = o.
Tenant compte du fait ‘que Q est un domaine d’unicité nous avons
% =0

La démonstration est ainsi achevée.
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