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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Un teorema di esistenza, unicità e regola­
rità  per i l  sistema di Nàvier—Stokes nello spazio (*}. Nota di G iovanni 
P rouse , presentata (**} dal Corrisp. L. A m erio .

Summary. — A local existence and uniqueness theorem is given for the solution of the 
Cauchy problem for the system of Navier-Stokes. The solution thus found has the property 
that it takes its values in the same functional space in which the initial data are given.

Sia Q un insieme aperto e lim itato dello spazio x ' —. {xi , x$ , x$} e sia 
T la sua frontiera.

D etta 0£ la varietà dei vettori (a tre componenti) indefinitam ente diffe­
renziabili, a divergenza nulla ed a supporto com patto in D, indichiam o con 
N °(<7>o) la chiusura di. 0L in H°.

Seguendo la definizione data  da H opf [1], diremo che la funzione

u (yj) =  { u ( x , Y]) ; x  e Q } è una soluzione del sistema di Navier-Stokes nell'inter­
vallo [o ,T], soddisfacente ad una condizione al contorno d i Dirichlet omogenea se:

I) u € L2 (o , T  ; N 1) ; u (*/)) è ÌS°-debolmente continua in [o , T] ;
II) Posto

-> -> f  J t  dv . ->
( 0  b (u > V > O') =  / Zé dx  =  f u  grad) v , w)u  ,

J i,j = l cxiQ

u (yj) soddisfa V equazione
T

(2) f  { — (u (U . h' +  !j-(u (ri), h (•/])) H1 +  b (u (yj) ,u(y\) ,h (yff) —
ó

—  (/0 ))>  h  (y)))l*} dfi =  o

V h (y]) N 1- continua in  [o , T ], con h' € L1 (o , T  ; N°) , h (o) =  h (T) =  o.
Per le soluzioni del problem a di Cauchy per il sistema di N avier-S tokes 

valgono i seguenti teorem i.
Teorema di esistenza (H opf [1]): Se f e  L 1 (o , T  ; L2), esiste in  [o , T] 

almeno una soluzione del sistema di Navier-Stokes soddisfacente la condizione 
iniziale

(3) U (o) =  U0 ,

dove u0 è un arbitrario elemento 6 No.

(*) Istituto matematico del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito nell’ambito dell’at­
tività del Gruppo di ricerca n. 12 del Comitato per la Matematica del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 gennaio 1967.
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Teorema d i unicità (Prodi [2]): Sia u f \ )  una soluzione in  [o , T] del sistema 
di Navier-Stokes soddisfacente la condizione iniziale (3). Se esiste p >  3 tale che

2 p
(4) ^ 6 L ^ ( o , T  ; L0  ,

allora u è, in [o , T ], Punica soluzione, nella classe d i H opf, soddisfacente 
alla (3). In  particolare, se è p  — 5, si ha l’unicità se esiste una soluzione

u (x ", 73) 6 L 5 (Q), Q essendo il cilindro O x [ o , T ] .
Si hanno quindi teorem i di esistenza ed unicità validi in classi funzionali 

diverse e non è stato finora possibile dare delle condizioni che assicurino re s i­
stenza in [o , T] di una soluzione soddisfacente alla (4).

U n  teorem a di unicità ed esistenza della soluzione del problem a di Cauchy 
e stato  d ’altra  parte  provato m  piccolo da Kieselev e L adyzenskaja [3]; vale 
infatti il seguente enunciato.

—̂ —>■
Se u0 g N 1n H 2 e f  e H 1 (o , T  ; L2), si può determinare un valore 73 {di­

pendente da Uq e da f )  con o <  73 <  T, tale che in  [o , 73] esista una ed una 

sola soluzione u (73) soddisfacente alla (3); inoltre

(S) u' (yò e L°° (o , 7j ; L 2) n L 2 ( o , ï j ;  Ho).

Tale teorem a presenta Tinconveniente che le proprietà di regolarità del

dato iniziale non si « trasm ettono » alla soluzione in quanto, m entre uo 6 H2,

la soluzione u (73) risulta a valori in H j .
Nella presente nota ci proponiam o di dare un teorem a di esistenza ed

unicità, in piccolo, del problem a di Cauchy per il sistem a di N avier-S tokes 
—>■

tale che la solusione u f i )  si trovi, Vv) e [o , 73], nel medesimo spazio funzio ­

nale del dato iniziale uq .
A ll’enunciato preciso di tale teorem a prem ettiam o qualche osservazione. 
N otiam o anzitutto  che l’im mersione di N 1 in N° risulta com pletam ente 

continua. Esiste allora, come è noto, una successione di num eri reali posi­
tivi non decrescenti {Xy}, con lim == +  00, ed una successione di elementi

j->oo
— —>■

{^yj e N 1 tali che {<Py} sia una base in N° e N 1 e risulti

(6) (? /.  o) Hi =  h  (?y , v)v  \fv 6 N 1 ; (<py , %)L» =  .

Seguendo le notazioni introdotte da Baiocchi [4], indicherem o, Ver >  o, 
con il  lo spazio delle successioni {ay} di num eri reali tali che

PO
2  Xy OCy <  - f  0 0  .
j=l

(7)
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Tale spazio risulta di H ilbert ponendo
PO

(8) ({ «,■},{ ßy }),2 =  X  ^  ^  •

Indichiam o inoltre con V a (or >  o) lo spazio

(9) { > e N °  ; , (v , w)v0 =  ( { (v  , <py)L«} , { (w , .

È evidente che gli spazi V 0 e il così definiti risultano isomorfi; inoltre 
N° e N 1 sono isomorfi rispettivam ente a Vo e V i.

Si dim ostra poi (cfr. Baiocchi [4]), grazie ad un teorem a di N irenberg [5] 
sulla regolarizzazione delle soluzioni di equazioni di tipo ellittico, che, se T è 
di classe C2, risulta, per o <  g <  2,

(10) V 0C H °

Ciò premesso, dim ostriam o il seguente teorem a.

Supponiamo che Q sia d i classe C2 e che / e L 1 (o, T  ; L2) n L 2 (o , T  ; H ~ 1/2) e 

sia u0 un arbitrario elemento di V 0( ~  <  a <  i j . S i può allora trovare 7] (di-
—ì* —̂

pendente da u0 e da / ) ,  con o <  <  T, tale che in  [o , Ÿ}] esista una ed una

sola soluzione u  (v)) soddisfacente alla (3); risulta inoltre

( I I )  Oì) e L°° (o , Ÿ) ; V a) n L 2 (o , vj ; V o+0 ( - < * < i V

L ’unicità, in piccolo, è perciò garan tita  purché u0 e V ^ j 2)+ e ( s > o ) ,  m en­
tre  la soluzione gode, rispetto al dato iniziale, di proprietà di regolarità 
analoghe a quelle date nel teorem a di esistenza di H opf (che corrisponde­

rebbe al caso g  =  o). In  particolare, per cr — 1, se u0 E V i, allora u (tq) € 
e L°° (o , ïj ; V i ) n L 2 (o , 7) ; V 2)C L°° (o , r) ; H j ) n L 2 (o , ij ; H*).

Cominciamo col dim ostrare il teorem a di esistenza; sarà, per questo,

sufficiente supporre che /  G L1 (o , T  ; L2).
Tenendo presente le p roprietà della successione {<py} , indichiam o con

UQ)fl una com binazipne lineare di f i  , • • •, cpn tale che

un.(12) lim u0,„
«—*-00

Posto poi

(13)

consideriam o, per il sistema di equazioni differenziali ordinarie 

( h )  (K  Cn) , <Py)L» +  lx (U„ (ri) , <py)H. +  b (un (ri) , un (ri) , <py) =

«»(■»)) =  2  Ol) 9y,

=  (/(*)) ■> ( /  =  I , • • • , » )
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il problem a di Cauchy
—̂ ^

(15) «*-(0) =  «O,* ,

che, come è noto, am m ette, nelle ipotesi poste, una soluzione in tu tto  [o , T].
M oltiplichiam o le (14) per Ay onjn (*/]) e sommiamo; si ottiene, tenendo 

presente le (8), (9).

( IÓ) T  'S f  II u” ti)  Hv0 +  P II u» ti)  l!v0+:;1 +  b (»« t i)  > un ti)  > X  ^  <*,. t i)  ? /) =

=  ( f  t i ) . X  ~aj <*■>« ti)  ?yjLa •

Ricordiam o che, per un  teorem a di im mersione di Soboley (cfr. Nikolskii 
[6]) si ha, per Q tridim ensionale,

(17) H ‘C L ? , con -  =  ~  — - > 0 .g 2 3

R isulta perciò

(18)

e, di conseguenza, posto p  —

H C L 2o+1

5— 2(J

(19) tiì) - ti)  > X  7y ti)  9j
7 = 1

— ^— (in modo che 4  4- — =  i2 ( j + 1.\ P g

<\ \ Unt i )  ì ' ^ W ^ t i )  Uhm-

X  «> 0))
7 = 1

9/
L?

^  <̂1 II Un ti) \\l p \\ U» ti)  ÌIhM X  a>  (*]) 9 /
7 = 1 H1 0

Dalla (17) si deduce inoltre

H s C L 5-20 per  ̂ =
(20)

H r C H 6- 2° per r  =

I +  2 <7
4

5 +  2(5

Si ha poi, per la (io ) e la definizione degli spazi V c ,

(2 1 ) X  y  a>  O')) ?y
y=i Hl-o <  C2 <p>

— ^ X  <h» ti)  9j
7 = 1

X  t f*J»ti)
7 = 1

=  ^ i k O'DIIv,
' ö+i

G + l  *

Dalle (19), (20), (21) segue allora
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essendo

(23)
I +  2 a

Si ha d ’altra  parte, per un teorem a di interpolazione degli spazi V 0 dim o­
strato da Baiocchi [4],

1+2o 20  — 1
(24) —

(25)

I v B < c A v \

<
5 — 2 o  ̂ 2 a —1

n  il «> il 4
x+l -Vo + 1 11 "■Va

Sostituendo perciò le (24), (25) nella (22) si ottiene

(26) b[un (•»]) , un (yj) , 2  xy «y» O']) <Py

. 20-1 ' 2 02+ Ö + 1 .

<

<  * « | « , 0 ' ) ) L 4 ° I K O 'O I L  40  I K O ' lHLvo+i

Ricordiam o che, come si può facilmente provare (cfr. H opf [ 1 ]), è 

(27) Sup \Z(yùiy.  < K 1 ;
■ri €  [0,T] 0

applicando allora agli ultim i due term ini a secondo m em bro della (26) la 
disuguaglianza

(28)

con v = 9 — 2 a

ab <  z J a |1+v +  s-Vv | b ^(Vv)' 

■I, si ottiene, per la (27),

(v , s >  o),

(29) b [ un (ri) , un (7)), 2  >y «y» Oì) 9y) <  6̂ [e || «*0q)|£o+1 +  7̂ II
y=i

2 O — 1
vrt J

Se quindi si assume £ — risulta,  sostituendo la (29) nella (16),

(3°) -§^ IlUn ^  !v „  +  P I "* C7)) flv0 +1 ^  *  Il u n(ri) |*"_1 +  2 |/(k)) |l „ || u„ (yj) ^  ,

ossia anche, integrando fra  o e 7),
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Dalla (31) si deduce allora (poiché non dipende da n e, per la (12), 
è ||«o,«||v0 <  K2) che è possibile trovare un intervallo [o , yj] nel quale si ha

'n
(32) Sup |£ (n ))||v < M i  dv) <  M2 ,

r,e[0,r,] ° J o+l
0

essendo 73 , Mi , M2 indipendenti da n.
È dunque possibile estrarre da { un (73)} una sottosuccessione (che diremo 

ancora { un (73) }) tale che risulti

(33) lim* un (yj) =  u (ri)
»-»00 L00 (0,tJ; V0)

(34) lim* u„ (ri) . =  u(r]) <D.
«->00 L*(0, ;̂vo+1)

Ripetendo, senza alcuna modificazione, il procedim ento di Hopf, si di-
■ —> ■

m ostra poi che la funzione limite u (73), che, per le (33), (34), e L°° (o , 73” ; V ö) n  
n  L2 (o , 73 ; V ö+i), è una soluzione del sistem a di N avier-S tokes soddisfacente 
alla (3).

Il teorem a di esistenza è perciò provato.
D im ostriam o ora il teorem a di unicità.
Farem o, per questo, vedere che la soluzione 2/(73), di cui abbiam o dim o­

strato Resistenza, soddisfa in [o , 73] la (4) con p  =  5, verificando così il 
teorem a di un icità  di Prodi.

Osserviam o anzitutto  che si ha, per la (11),

(35) « (il) e L°° (o , Ï  ; V ^ O L *  (o , ÿ  ; V3/2).

R isulta inoltre, per la (17),

(36) \ b ( u , u , v ) \  <  Il u ||L, II« ||H1,»|| v |IL, <  Ct}\ u ||h1/2 II u |H3/2 II v |[Hi/a.

E perciò definito un operatore (non lineare) B tale che

(37) e V-i/2 =  V1/2 V ^ V 3/2 ; à ( u , u , v ) = < i 1B u , v >

In  m odo analogo, si può definire (utilizzando, in luogo della (36), la 
relazione

(3^) I (u y v)nl I <  *10 II u IIV3/2 II u ||v1/2)

un operatore lineare A  tale che

(39) A « e V —1/2 e V3/2 ; (u , v) Hi =  <  A u , v >  \fv e V 1/2.

(1) Il limite (33) va inteso nella topologia debole*; il limite (34) nella topologia debole.
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Il sistem a di N avier-S tokes può allora scriversi, nel senso delle d istribu­
zioni, in form a « forte »

(40) u' (ri) +  [X Au (ri) +  B u (ri) =  /  (tj) .
■ —>■

Per l’ipotesi fa tta  su /  e le (35), (37), (39) risulta quindi

(41) u' e L2 (o , 7) ; V_i/2) ,

cioè

(42) u e H1 (o , ri ; V_1/2) ,

Dalle (35), (42) si deduce allora

(43) ><■ t  H 1 (o , y] ; V _1/2) 'n L 2 (o , 7) ; V3/2),

da cui segue, per un teorem a di interpolazione di Lions [7] ed una proprietà 
di interpolazione degli spazi V 0 data  da Baiocchi [4],

(44) U e H* (o , ri ; [V_1/2 , V 3/2] i -# ) ,

ossia, assunto & — 3/10,

(45) « e H 3/10 (o , Ÿ) ; V9/10) .

Per i teorem i di im mersione già citati, si ha allora, posto Q =  ÜX [ ° . 4]

(46) u e L 5 (Q ) ,

cioè la (4) con p  =  5.
Il teorem a è perciò com pletam ente d im ostrato :
Osservazione. -  Se si suppone che siano verificate sia le ipotesi dal teo­

rem a precedente con <7 =  1, sia quelle del teorem a di Kieselev e L adyzenskaja,

cioè se O è di classe C2, u0 € N ^ n H 2 , /  € H 1 (o , T  ; L2), allora esiste una ed

una sola funzione u ( x yr\) soddisfacente alla (3) ed al sistema di N av ie r- 
Stokes quasi ovunque in  Q.

Osserviamo infatti che, nelle ipotesi poste, risulta, per le (5), (11)

(47) • «  (ri) GL00 (o , rj ; HJ),"}]:2 (o , 7) ; H 2) , « '  (yj) 6 L°° ( o , ÿj ; L2) n L 2 (o ,ÿj ; H j) . 

Di conseguenza
—̂

(48) u e  L ° ° ( o , r i ; l J )  , -Jj- e L2 (o , ^ ; H 1) C L2 (o , yj ; L6).
i

iSi ha perciò, per le (47), (48),

—  |X S u  +  (u grad) u — /  e L2 (Q) .(49)
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