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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Un tfeorema di esistenza, unicita e regola-
rita per il sistema di Navier—Stokes nello spazio®. Nota di GIOVANNI
Prousk, presentata ©” dal Corrisp. L. AmERr10.

SUMMARY. — A local existence and uniqueness theorem is given for the solution of the
Cauchy problem for the system of Navier-Stokes. The solution thus found has the property
that it takes its values in the same functional space in which the initial data are given.

Sia Q un insieme aperto e limitato dello spazio x = {x1,x2, 23} e sia
I' la sua frontiera.

Detta 9T la varieta dei vettori (a #7e componenti) indefinitamente diffe-
renziabili, a divergenza nulla ed a supporto compatto in Q, indichiamo con
N°(6>0) la chiusura di 9T in H°.

Seguendo la definizione data da Hopf [I] diremo che la funzione

u (n) = { u(x,n); x€Q} ¢ una soluzione del sistema di Navier-Stokes nell’ inter-
vallo [0, 1], soddisfacente ad una condizione al contorno di Dirichlet omogenea se:

1)) nel? (o, T; N1 ;Z (n) é NO~debolmente continua in [0, T];
IT) Posto

(1) é(u Z/ w)-—

i,7=1

“ (m) soddisfa I'equazione
@) [ G B et Gl )T g 6 G o), ) )
0

— (F ), (e} din = o

— — — -
V % (n) Nl-continua in [0, T], con &' €11 (0, T ;N % (o) =4 (T) = o.

Per le soluzioni del problema di Cauchy per il sistema di Navier-Stokes
valgono i seguenti teoremi.

Teorema di esistenza (Hopf [1]): Se fGLl (o, T; L2, esiste in [0, T]
almeno una soluzione del sistema di Navier—Stokes soddisfacente la condizione
iniziale

- —_
(3) u (O) =%y,

—

dove uy & un arbitrario elemento € NO.

(¥) Istituto matematico .del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito nell’ambito dell’at-
tivita del Gruppo di ricerca n. 12 del Comitato per la Matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta del 14 gennaio 1967.
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Teorema di unicita (Prodi [2]): Sia Z(v;) una soluzione in [0 , T| del sistema
di Navier—Stokes soddisfacente la condizione iniziale (3). Se esiste p> 3 tale che

- 22
(4) uel# %, T ;L?,

—
allora u ¢, in [0, T, l'unica soluzione, nella classe di Hopf, soddisfacente
alla (3). In particolare, se & p = 5, si ha l'unicitd se esiste una soluzione

Z(x ,n) €L5(Q), Q essendo il cilindro Qx[o, T].

Si hanno quindi teoremi di esistenza ed unicitd validi in classi funzionali
diverse e non ¢ stato finora possibile dare delle condizioni che assicurino I’esi-
stenza in [0, T] di una soluzione soddisfacente alla (4).

Un teorema di unicita ed esistenza della soluzione del problema di Cauchy
¢ stato d’altra parte provato iz piccolo da Kieselev e Ladyzenskaja [3]; vale
infatti il seguente enunciato.

— —
Se uge N'NH?e fe€H! (o, T; L?), si pud determinare un valore % (di-
— - )
pendente da uy ¢ da f) con o<W < T, tale che in [0,%] esista una ed una

sola soluzione Z(n) soddisfacente aZZd (3); inoltre
(s) # () €L™ (0, m;LHNL* (0, 7 ; Hy).

Tale teorema presenta I'inconveniente che le proprieta di regolarith del
—
dato iniziale non si «trasmettono » alla soluzione in quanto, mentre zg € H2,

-
la soluzione # () risulta a valori in Hj .

Nella presente nota ci proponiamo di dare un teorema di esistenza ed
unicita, in piccolo, del problema di Cauchy per il sistema di Navier-Stokes

tale che la solusione = (n) si trovi, ¥n €0, ], nel medesimo spazio funzio-

nale del dato iniziale z:).
All’enunciato preciso di tale teorema premettiamo qualche osservazione.
Notiamo anzitutto che I'immersione di NI in N° risulta completamente
continua. Esiste allora, come & noto, una successione di numeri reali posi-

tivi non decrescenti {;}, con lim A; = 4 oo, ed una successione di elementi
Jj—=>o0 :

—
{E}ENl tali che {@;} sia una base in N® e N1 e risulti
- - - - - - -
©) @ 9)=N(9, 9. VveNL (P, Pa = 9.

Seguendo le notazioni introdotte da Baiocchi [4], indicheremo, Vo > o,
con /3 lo spazio delle successioni {a;} di numeri reali tali che

) Elk,‘? % <+ oo.
~
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Tale spazio risulta di Hilbert ponendo

®) Ao}, (B D= T % s
=
Indichiamo inoltre coin V4 (6 > 0) lo spazio

O  {veN{@ i) (0, wv, =, gt {@, Bude

E evidente che gli spazi V; e /2 cosi definiti risultano isomorfi; inoltre
NO® e N! sono isomorfi rispettivamente a Vo e Vi.

Si dimostra poi (cfr. Baiocchi [4]), grazie ad un teorema di Nirenberg [5]
sulla regolarizzazione delle soluzioni di equazioni di tipo ellittico, che, se I" &
di classe C?, risulta, per o <o < 2,

(10) V,CH".

Cio premesso, dimostriamo il seguente teorema.
Supponmmo che Q sia di classe C2 e dzef €ll(o,T;1)N120,T;H ",

sta uo un arbitrario elemento di VG( <o< I> S7 puo allora trovare v (di-

— —
pendente da uy ¢ da f), con o< < T, tale che in [0, 7] esista una ed una

sola soluzione Z(n) soddz‘sfaéente alla (3); risulta inoltre
-~ I
(1) @) €L (0,7; V)Nl 0,7 Ver) (3 <o=1);

—

L’unicita, in piccolo, & percio garantita purché uy € Vg 1. (€ > 0), men-
tre la soluzione gode, rispetto al dato iniziale, di proprietd di regalaritd
analoghe a quelle date nel teorema di esistenza di Hopf (che corrisponde-

— —
rebbe al caso ¢ = 0). In particolare, per ¢ = 1, se #y € V1, allora = (v) €
€L® (0,7 ; Vi)NL2(0,7; Va)CL® (0, 7; H)NIL2 (o, 7 ; H2).

Cominciamo col dimostrare il teorema di esistenza; sara, per questo,
sufficiente supporre che f felt (o, T ;L2).

Tenendo presente le proprleta della successione {cpj}, indichiamo con

— —
u#y,, Una combinazione lineare di qpl 000, @, tale che
; — —
(12) lim 2, = u,.
7—>00 6

Posto poi

— b —
(13) o (1) = 2t () @

;=

consideriamo, per il sistema di equazioni differenziali ordinarie
— - — — — — —
(14) (w0, () > @ue + & (0 (), 9)my + 6 (s (1), 2, () 5 @) =
=<f('7)>,<Pj)L“ G=1,"-".n)
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il problema di Cauchy
(15) %y (0) = %o, s

che, come & noto, ammette, nelle ipotesi poste, una soluzione in tutto [o, T].
Moltiplichiamo le (14) per A o, (1) e sommiamo; si ottiene, tenendo
presente le (8), (9).

(16) _212_ % I Zn (n) “370 + | Zn () H?f‘ﬂ—ﬁ + & (;:n (n) an () :];1 ¥ %, (0) ;;) =

L2

= (J? ), jgl 27 oz, () E)

Ricordiamo che, per un teorema di immersione di Sobolev (cfr. Nikolskii
[6]) si ha, per Q tridimensionale,

s 7 11 s
(17) H'CL?, con =7 ;>0
Risulta percid
6
(18 i c L
. 12 6 . ) 2 I )
e, di conseguenza, posto p = s 7= m(m modo che 7 + 7= 1) ,

<1 1) [ 1 20 ) [0

(19) ‘ Y (Z O () ,; A ot (1) ;)

i p - - - hid o —
205 o () || <enll o, (o) [ | 2 (o) g | B0 o () @
J= 1 Jj=

Hl—o

Dalla (17) si deduce inoltre

12

HsC Ls5-2¢ per s =—I#,
(20) L
H”C H "5-2 per r=~—5_226 .
Si ha poi, per la (10) e la definizione degli spazi Vy,
(21) I 0 o, (1) ¢ L S X W, () o -
7=1 Hi—o 7=1 1—¢
= | X () @ = co et (D)v, -
=1 Vot1
Dalle (19), (20), (21) segue allora
@) |olmm i, ENam )| <ela i, ln @, 50k
=
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essendo

1420

(23) §=—

Si ha d’altra parte, per un teorema di interpolazione degli spazi V, dimo-
strato da Baiocchi [4],

1+26 _, 20-—1

(24) M_v) ”Vs < v ”:,iT lv ﬂV_:T )
- 15, <alol,t [l " -

Sostituendo percid le (24), (25) nella (22) si ottiene

(26) }b(Z(an(n),; W a, (n) %) <
I e St
S A R PH O MR PO W

Ricordiamo che, come si pud facilmente provare (cfr. Hopf [1]), ¢

(27) Sup |w,(m)ly, <Ki;
n € [0,T]

applicando allora' agli ultimi due termini a secondo membro della (26) la
disuguaglianza

(28) ab < & |altty 4 e [5[LEAm (v, > o),

con v=

9—3s L si ottiene, per la (27),

8

el ().

<cgle e, ()12

(29) ‘ 5(;; (n) , 20, (1) ,;1 INEINC) E)

c+1

Se quindi si assume ¢ :%, risulta, sostituendo la (29) nella (16),
. 6

() 2l R, +elul, |, <alamET + 20/ lu ol ,
ossia anche, integrando fra o e 7,

8

(31) HZ@&+@”Z@RHWSﬁ@&+@”2®m*ﬂ+
0 0

n

+2 [ 17 Ohs L Ol o

0
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Dalla (31) si deduce allora (poiché ¢z non dipende da 7 e, per la (12),
& ”%()n”v < Kz) che ¢ possibile trovare un intervallo [0,%] nel quale si ha

n
— -
(32) Sup [w(mly, <My f R dn <M,
€ [0,7] ¢
essendo 7, M;,Ms indipendenti da 7.
E dunque possibile estrarre da {u,, (n)} una sottosuccessione (che diremo
ancora {un (m)}) tale che risulti

(33) lim* 2, (n) = u(n)
%—>00 L% (0,1; V)
. - —
(34) im* u,(n) = u(n)
7n-—>00 L'(Oﬂl;vc+1)

Ripetendo, senza alcuna modificazione, il procedimento di Hopf, si di-

mostra poi che la funzione limiteZ (n), che, per le (33), (34), € L® (0, 7; Vo)
NL2(0,%; Vgy1), & una soluzione del sistema di Navier-Stokes soddisfacente
alla (3).

Il teorema di esistenza & percid provato.

Dimostriamo ora il teorema di unicita. N

Faremo, per questo, vedere che la soluzione #(y), di cui abbiamo dimo-
strato l’esistenza, soddisfa in [0, %] la (4) con p = 5, verificando cosi il
teorema di unicitd di Prodi.

Osserviamo anzitutto che si ha, per la (11),

(35) u(n) €L (0,7 ; Viyg)NL2 (0, 7 ; Vap).
Risulta inoltre, per la (17),

e - — — - — —
(36) (6w, u,0)| <], e < coll 2 [lggure | 2 [ gara || 2 [| e

E percid definito un operatore (non lineare) B tale che

— ) - - - > - > —
(37) BuEV_m:VUg V%EVg/z s b(%,%,7/>=<B%,7j> V'UEVIIZ-

In modo analogo, si pud definire (utilizzando, in luogo della (36), la
relazione

(38) |G 9| < 10| vy 1 % lvy)

un operatore lineare A tale che

(39) An €V_qp Vi €Vyp 5 (u,0)m=<<Au,v> Vv € Vyp.

(1) Il limite (33) va inteso nella topologia debole *; il limite (34) nella topologia debole.
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Il sistema di Navier-Stokes puo allora scriversi, nel senso delle distribu-
zioni, in forma « forte »

(40) Y () + wAu () + Bu () =/ OF

Per Pipotesi fatta su 7e le (35), (37), (39) risulta quindi

41) u' €L2(0,m; Vo),
cioe
(42) u€H (0,0;V_yp) .

Dalle (35), (42) si deduce allora

(43) u€H (0,7 ; Voy)NL2 (0,7 ; Vap),

da cui segue, per un teorema di interpolazione di Lions [7] ed una proprieta
di interpolazione degli spazi V, data da Baiocchi [4],

(44) we€H* (0,9; [V_iz, Varli-o),
ossia, assunto & = 3/10,
(45) u € H¥M (©,7%; Vo) -

Per i teoremi di immersione gia citati, si ha allora, posto Q = QX o, 7]

(46) uels(Q),

cioé¢ la (4) con p = 5.

Il teorema & percid completamente dimostrato.

Osservazione. — Se si suppone che siano verificate sia le ipotesi dal teo-
rema precedente con ¢ = I, sia quelle del teorema di Kieselev e Ladyzenskaja,

cioe se Q & di classe C2, ZOG NinH2, feH! (0o, T;L?), allora esiste una ed
una sola funzione Z(x,n) soddisfacente alla (3) ed al sistema di Navier—

Stokes guasi ovungue in Q.
Osserviamo infatti che, nelle ipotesi poste, risulta, per le (5), (11)

(47) u(n)eL™(o, 7; HYNL2 (o, 7;H2) , o () €L (0,7;LHNL(o,7; HY).

Di conseguenza

—

ou
ox

48)  wel®(o,7;L8

€l2(o,y; H)CL2 (o, n ;L8).

Si ha percid, per le (47), (48),

ou
E)

(49) — wAu + (ugrad)u—7 €12 (Q).
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