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A n a lis i  n u m e r ic a .  —  Sul miglioramento delle approssimazioni per 
difetto degli autovalori (#). N o t a  I ((*) **} del Corrisp. G a e t a n o  F i c h e r a .

Summary. — A new formula giving lower bounds to eigenvalues is proved. It improves 
the approximation given by a known formula without requiring the numerical computation 
of the characteristic roots of matrices of higher order.

Recentem ente ho potuto elaborare una teoria per l’approssimazione 
per difetto degli autovalori per una classe di operatori simmetrici positivi, 
interessante, particolarm ente, la teoria dei problem i al contorno per i sistemi 
differenziali lineari di tipo ellittico. Tale teoria, com piutam ente esposta in [2] 
ed in [3] M, fornisce una doppia infinità di formule, ciascuna delle quali prov­
vede al calcolo per difetto di ogni auto valore dell’operatore considerato. L ’ap­
plicazione di una di queste formule è possibile allorché si conosce uno degli 
invarianti ortogonali dell’operatóre inverso di quello considerato. Tali inva­
rianti ortogonali costituiscono una doppia successione ed il loro calcolo è possi­
bile allorché è nota una rappresentazione integrale del m enzionato operatore 
inverso. In  ta l caso una delle oo2 formule di approssim azione da me trovate 
coincide con una già scoperta dal Trefiftz [5]. M a la conoscenza esplicita 
della rappresentazione integrale dell’operatore inverso è circostanza da rite­
nersi eccezionale; basti pensare che, nel caso degli operatori differenziali ellit­
tici, essa equivale alla conoscenza esplicita della funzione o m atrice di Green. 
Ho potuto superare in [2] e [3] questa difficoltà m ediante un  teorem a di s tru t­
tu ra  degli operatori di Green, il quale perm ette il calcolo di tu tti gli invarianti 
ortogonali di tali operatori. Si perviene in tal modo al calcolo per difetto degli 
autovalori, utilizzando unicam ente, oltre ad uno degli invarianti ortogonali, 
le approssim azioni per eccesso degli autovalori fornite dal classico metodo 
di R ayleigh-R itz.

L a teoria dim ostra che, allorché si fa tendere all’infinito l’ordine n del­
l ’approssim azione di R ayleigh-R itz, ciascuna delle formule da me considerate 
fornisce, per ogni fissato autovalore, una successione che tende ad esso non 
decrescendo.

Si presenta il problem a di m igliorare l’approssim azione ottenuta in corri­
spondenza ad un certo n. E  questo un tipico caso nel quale l’ovvia risposta 
fornita dalla teoria non sem pre è praticam ente attuabile. Infatti non sempre, 
in pratica, è possibile spingere l’approssim azione di R ayleigh-R itz ad un

(*) La ricerca esposta nella presente Nota I e nella successiva Nota II è stata patrocinata 
dagli «Aerospace Research Laboratories» tramite V European Office of Aerospace Research 
(OAR) United States Air Force (Grant N. AF EOAR 66-48).

(**) Presentata nella seduta del 14 gennaio 1967.
(1) I numeri fra parentesi quadra rimandano alla Bibliografia alla fine della Nota IL
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m~> n. In  effetti, dato com unque un calcolatore autom atico, esiste un n0 tale 
che non è possibile calcolare m ediante quello, con un grado di precisione prefis­
sato, le radici caratteristiche di una m atrice di ordine m >  n0. Ne viene allora 
che il metodo non potrà, in pratica, essere spinto oltre Vapprossim azione di 
ordine n0 . O ra l’esperienza dim ostra che per quanto concerne le approssim a­
zioni per eccesso, cioè per quanto  concerne i valori forniti dal metodo di R ay- 
leigh-R itz, i calcolatori elettronici di tipo medio oggi in uso sono in grado 
di fornire approssim azioni del tu tto  soddisfacenti, cioè lo n0 ad essi com petente 
è sufficientemente elevato per le richieste delle applicazioni. Ciò non accade -  
in egual m isura -  per le approssim azioni per difetto, specie per quanto ri­
guarda gli auto valori di indice più elevato. In  altri term ini, se è da ritenere 
che il m etodo di Rayleigh—Ritz fornisce valori approssim ati soddisfacenti per 
i prim i k  auto valori, le approssim azioni per difetto saranno da considerarsi 
tali solo per i prim i k ’ autovalori, con un k ’ che, in genere, è m inore di k. 
Le num erose esperienze com piute presso il nostro Centro di Calcolo hanno 
costantem ente conferm ato il verificarsi di tale circostanza.

Si pone allora il seguente problema: fissato n0, ed ammesso di poter solo 
calcolare gli autovalori di matrici d i ordine <  n0, migliorare le approssima­
zioni per difetto fornite dalle form ule date in [2] e [3].

E  questa una questione di na tu ra  teorica che dà luogo a problem i p iu t­
tosto delicati di analisi funzionale. A lla loro risoluzione è dedicata la presente 
N ota ed una seguente dallo stesso titolo.

Considereremo alla fine della N ota II un  esempio num erico, il quale, 
ancorché relativo ad un  caso particolarm ente semplice, illustra in m odo signifi­
cativo i risu ltati teorici ottenuti.

A vvertiam o che ci lim iterem o a considerare la form ula di approssim a­
zione per difetto, che corrisponde alla scelta dell’invariante ortogonale $\ 
(cfr. [2] pag. 141 e [3] pag. 333). È da presum ere che i risu ltati ottenuti 
possano estendersi anche ad altri casi. i.

i. Sia S uno spazio di H ilbert complesso di dim ensione non finita. In d i­
chiamo con L  un  operatore lineare avente come dominio la varietà lineare 3)l 
di S e codominio contenuto in S. Sia V  una varietà lineare contenuta in 3>l. 
Supponiam o sia soddisfatta la seguente ipotesi

a) Esiste un operatore lineare, compatto e strettamente positivo G dello 
spazio, S tale che\ 1) riesca G (S )C V ; 2) assunti comunque uÆ S e v e Y  si 
abbia G Lv  — v , L  Gu — u.

Si noti che s e ^ é ^  sono due elementi di V, si ha, indicato con (• , •) il 
prodotto  scalare in S,

(1) (y , L 2 ) =  (L v ,z).

Infatti, posto La' =  u+ Lv =  w, si ha z — Gu , v == Gw  e (G w  , u) =  (w , Gu)ì 
cioè la (1). Riesce inoltre (L v , v) > 0  per ogni appartenente a V.

Consideriam o il seguente problem a di autovalori

Lv ■— Xv =  o(2) v e V .
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Posto u =  Lv  e [x =  X 1) esso è perfettam ente equivalente, come subito si 
constata, al seguente problem a di autovalori

G u —  \l u ~  o , u €  S.

Ne segue che il problem a (2) am m ette come insieme caratteristico u n ’infinità 
num erabile di autovalori reali e positivi, ciascuno dei quali ha m olteplicità 
finita. Essi costituiscono una successione divergente la quale verrà indicata 
al m odo seguente: Ai <  A2 <  • • • >  \ k <  • • •

In  tale successione ogni autovalore è ripetuto un num ero di volte pari 
alla rispettiva m olteplicità. Tale ordinam ento degli auto valori del problem a (1) 
conferisce significato ben preciso alla frase: X è il  k-esimo autovalore del 
problema (1). Ciò significa che è \  =  \ k. Poniam o \xk =  A^1. Sia {uk} un 
sistem a ortonorm ale di autosoluzioni del problem a (1), con L uk —  \u k =  o. 
E ovvio che sarà anche Guk — \xk uk =  o.

Introduciam o in S il seguente nuovo prodotto scalare (('u , v ) ) = ( G u , v ) .  
Sia E lo spazio hilbertiano ottenuto da S per com pletam ento rispetto alla m e­
trica in trodotta dal nuovo prodotto scalare. L a lunghezza di un vettore u 
di S verrà indicata con | u  | e quella di un  vettore v di S  con || v j.

Sia u e S  e v e S .  Si ha

(3) I ((^ , v)) I <  I u  J \\v\\ — (Gu , u)112 J v\\ <  I G |1/2 I u  I J v I ,

avendo indicato con | G | la norm a dell’operatore G di S. Ne viene che ((u , v)) 
è come funzione di u un  funzionale lineare e continuo definito in S. Esisterà 
quindi una trasform azione -  ovviam ente lineare -  G che m uta un elemento 
di E in uno di S, tale che ((;u , v)) =  (u ,Gv). Assum endo u  =  G^, segue 
dalla (3): I Gv |2 =  (Gv , G^) =  ((G v , v)) <  | G |1/2 | Gv | || v | | . Ne viene che G 
e una trasform azione lineare e continua di E in S. Si ha inoltre, per ogni v e S> 
Gv — Gv. P ertanto  G è un prolungam ento dell’operatore G da S a tu tto  E. 
Si ha per u e  S e v e S  : ((Gu , v)) .= (Gu , Gv) =  (Gu , Gv) =  ((u , Gv)). 
Poiché è E == S (avendo indicato con S la chiusura di S nella topologia di E), 
segue che G è un  operatore herm itiano in S.

Essendo G, per ipotesi, strettam ente positivo, il sistem a { uk } è completo 
in S. M ostriam o che esso è altresi completo in E. Sia v e E tale che ((v , uk)) =  
=  o , (fi =  1 > 2 ,• * *)• Sarà quindi (uk , Gv) =  o per ogni k 9 che implica 
Gv =  o e quindi per ogni u E S : ((u , v)) =  (u , Gv) == o. M a essendo S  =  S, 
deve essere v =  o.

Se poniamo üt , =  « , ) Si ha ((ütl , ük)) =  (Güh , üt) =  {xh (ûh , ük) =
V-h V-t, 1/2 ^hk— ^hk- Quindi il sistema {ük } è ortonormale e completo) in S. 
Abbiamo

 ̂ 00 00 00
&u =  2  ((Ö« , Ùk)) ük =  2  ((« » G«*)) Ük =  X  ^  ( (u , ü à )ü k .

k=l Æ=1 k=l

Si è così provato che G è un operatore lineare com patto e strettam ente posi­
tivo in S  e che i suoi autovalori sono tu tti e soli quelli di G, ciascuno con la
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stessa m olteplicità e gli stessi autovettori che esso possiede come autovalore 
di G.

Sia ora V w la varietà lineare V, se è k  =  o; se, invece, è k >  o, sia 
V (i) la to talità  dei vettori v tali che (v , uA) =  o (h =  1 , 2 , • • •, k). Si ha

(4) m in (Lv , v)

{0}

Se è il sottospazio di S  costituito da tu tti i vettori di S  ortogonali a 
, «2 , • • •, uk = 2 1  se k =  o), è ben noto che esiste il m inimo del fun­

zionale

I (*) = I M I 2
((G« , u))

in 2 </5 —  { 0 }  ed è uguale a p* 1. Poniamo, per ogni v 6 Y k 1, u  =  Lv.
Il vettore u descrive una varietà lineare Î M 1’ contenuta in i M 1* quando 
v descrive tu tta  V (*-1). Si ha pertanto

inf ^ M L =  in f - 1 ^ 2 . •
y(Ì l) ' V ' —{O}

D ato che il valore minim o del funzionale I (u) in 2 (/è 1} —  {o }  è raggiunto 
in corrispondenza al vettore uÀ =  L  (X^1 ut) appartenente a ± (k~1\  resta p ro­
vata la (4).

Denoti ora {z^} un  sistem a completo di vettori linearm ente indipendenti 
della varietà V. Considerata l’equazione secolare

(5) det { (Lvk , vÀ) — X (vh , } =  o (h , k  =  1 , 2 , • • •, n)

essa ha tu tte  le sue radici reali e positive. Siano esse Xi“) <  X^ <  ••• <  X*B) •
Si ha: XÌB) >  XÌ”+1) , lim  X^ =  X^. Ciò consegue dal fatto che, posto p̂ B> =  

» —> 0 0

=  Od*0)-1 & wh =  'Lvh , i num eri p<B) >  p£° >■■ ■ >  p̂ B) sono tu tte  le radici 
dell’equazione

(6) det { ((Gwh , wk)) —  p ((wh , wk)) } =  o

e, quindi, essendo {wk } completo in 2 , per un  noto teorem a (cfr. [2] teor. 
T5> X III)  si ha: , lim ^  . D a ciò l ’asserto.

« —>•00

Ricordiam o che, se si indica con W Ä la varietà lineare ^-dim ensionale 
determ inata dai vettori w\  , • • •, w n e con Vn il proiettore ortogonale di X 
su W n, l ’operatore P^G P^ di X ha come autovalori soltanto lo zero e le radici 
della (6) (cfr. [2] teor. 15, X III).

LEMMA - S i a  T  un operatore compatto e positivo {non necessariamente 
tn senso stretto) dello spazio 2 . Sia  P un proiettore ortogonale d i 2  su un suo 
sottospazio. Siano vi d> V2 ^  ^  Vt ^> • • • >  o tutti gli autovalori positivi
di P T P  {ciascuno ripetuto un numero di volte pari alla rispettiva molteplicità) e,
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detta T 1/2 la radice quadrata positiva dì T , siano vi >  V2 >  • • • >  v'k >  • • • >  o 
tutti quelli d i T 1/2P T 1/2. S i  ha vk =  vk (k — 1 , 2 , • • • ).

Sia v auto valore positivo per PT P. Sia cioè P T P z ;— vv =  o con v^=o. 
Sarà allora v =  Pv e quindi

(7) PTz; —  vv =  o.

Poniam o ^  =  T 1/2z;. Se fosse u =  o, sarebbe PTv =  P T 1/2 u  =  o ed in con­
seguenza, per la (7), v =  o. Dalla (7) segue P T 1/2 u  —  vv =  o. Ne viene 
Ti/2p T 1/2^  —  vu — o. Quindi v è auto valore per T 1/2P T 1/2.
Sia ora -  per ipotesi -  v autovalore positivo per T 1/2 P T 1/2, cioè T 1/2 P T 1/2̂  
•— vu — o con u  =j= o. Poniam o v — P T 1/2 u . Si ha

(8) T 1/2 v — vu

e quindi non può essere v =  o. Si ha d ’altra parte dalla (8): P T v =  v P T1,2u, 
cioè P T z;—  vv =  o. Ne viene v =  Pv e quindi PTPz; — vv — o. Cioè v è 
auto valore per PT P.

Sia .s* la m olteplicità dell’auto valore positivo v di PT P. Sia v\ , • • •, vs un 
sistem a completo di auto vettori còrrispondente a v. Posto uk — T 1/2 vk , per 
quanto si è visto uk è autosoluzione di T 1/2P T 1/2zz—  vu =  o. Sia

(9) 2  -Ck % =  O.
s

Poniam o v =  2  ck vk . Si ha PTPz; — vz; =  o e quindi PTz; —  vv =  o. D alla (9)
£=1

1/2segue T  v =  o e quindi Tz; =  o. Ne viene v =  v_1 PTz; =  o. Deve allora 
essere c\ =  • • • =  cs — o. Si è così provato che la m olteplicità di v come 
autovalore di T 1/2 P T 1/2 è non inferiore ad s. Se uP è autosoluzione di 
T 1/2 p t 1/2 u  —  vu =  o, per quanto si è visto sopra (cfr. la (8)), deve esistere 
una autosoluzione v* di PTPz; -— vz;=o tale che u*= T 1̂2 z;* . Segue da ciò che 
u * deve necessariam ente potersi esprim ere come combinazione lineare di 
u \ , ■ • •, us . Pertanto  la m olteplicità di v come auto valore di T 1/2 P T 1/2 è esat­
tam ente s.

Consideriamo ora la seguente ipotesi
ß) Uoperatore G appartiene alla classe V2 (cfr. [2] pag. 146 e [3] 

pag. 336). Esiste una successione di operatori compatti positivi {GQ} appar­
tenenti a %% non crescente e convergente uniformemente a G (cioè tale che 
lim I Gq —  G I =  o) e tale inoltre che per ogni p sia numericamente noto

Q->00

Vinvariante ortogonale 5 2 (Ge).
In  [2] e [3] e stato  provato che la ipotesi ß) è soddisfatta per pro­

blemi al contorno relativi alle equazioni ed ai sistemi lineari alle derivate 
parziali di tipo ellittico che includono quelli classici della fisica-m atem atica. 

Si ha (cfr. [2] pag. 160) la seguente lim itazione inferiore per \ k

1/2(io ) X*> f t f ) s ■2i  )2
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Inoltre il secondo m em bro non decresce quando gli indici n e  p crescono e 
tende a se entram bi gli indici n e p tendono alFinfinito <2 3>.

D im ostrerem o ora un  teorem a il quale risolve la questione alla quale è 
dedicata la presente Nota, fornendo un metodo per il m iglioram ento della 
approssim azione per difetto data  dalla (io). Chiam eremo tale m etodo P rim o  
METODO DI MIGLIORAMENTO.

i°  T e o re m a  -  Siano verificate le ipotesi oc) e ß). Sia { v h } un sistema 
di vettori di V  linearmente indipendenti e completo in V. Siano , • • •, zq , 
q vettori (q>2)  d i V, linearmente indipendenti e tali che Lzr e V ( r — 1 , • • •, q). 
S i  ha:

q / \ 

*=2

essendo XiK) <  • • • <  X^ le radici dell'equazione (5) e vj?) >  ' g  >  'Jf’ le
q radici (tutte non negative') dell'equazione secolare

(H ) X, > (XW)2 +  ? i(G e) - X
'1 )2

l 1 » n \
(12) det J (zr , L,zs) -  (Lzr , v-) (vk , L ^ )  v QLzr, L 2 z^) ì =  o .

\ i,k )

(r , s =  1 , 2 ■ - ,q).

Con {ßa } si è indicata la matrice nY,n inversa della matrice {(Lv{ , v ^ } .
Possono sem pre scegliersi i vettori zr in modo tale che le radici della (12) 

siano tu tte  positive. Ciò seguirà dalla dim ostrazione che stiam o per esporre. 
L a (11) fornisce pertanto  il m iglioram ento cercato della (io).

Considerati i num eri, già in precedenza introdotti, p ^ X “ 1 e p ^ ^ X ^ ) “ 1, 
si osservi che l ’operatore G2 ha come autovalori i num eri ;jl| e l ’operatore 
(P» G P j 2 (con P„ già sopra definito) ha come auto valori positivi i num eri (p(K))2 
Essendo (P„G P„)2 =  P„ GP„ GP„, segue, in virtù del lem m a dianzi dim o­
strato, che i num eri (f4”))2 (k =  1 , • • •, n) sono tu tti e soli gli autovalori posi-

• •  . # ^ ^ 1 /O Çô -| jçy ^  T

tivi di (GP„ G) Pn (GPn G) (assumendo come determ inazione della radice 
quadrata  quella positiva). Per un  noto risultato si ha:

(13) pi —  ( p f ) 2 <  Il G2 —  (GP„G)l/2 P„ (GP„ G)1/2 II <»).

(2) Se fosse noto il valore numerico di (G) — cosa che in generale non si verifica -
allora nella (io) a 3\ (GQ) potrebbe sostituirsi 3* (G) e si otterrebbe la formula di Trefftz
menzionata nell’introduzione.

(3) Sussiste infatti il seguente teorema.* So T e T ' sono due operatori lineari compatti
e positivi di uno spazio di Hilbert 2, detti pi >  p2- • • >  >  • • • gli autovalori di T e
pi >ip2 >  • • • >  \Tk >  • • • quelli di T', si ha

|P i — Pii <  | |T — T' | | .

La dimostrazione segue immediatamente dalla cosidetta proprietà di minimax degli auto-
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Si ha anche: (((GP, G)1/2 P , (GP„ G)1/2 « , « ) )  =  || P„ (GP„ 0 ) lß u f  <  (((GP„ G)1/2 u , 
(GP„ G)1/2 u)) =  ((GP„ Gu , «)). Ciò significa

(14) (G P, G)]/2 P , (Ö P, G)1/2 <  GP„ G.

D ’altra parte  riesce: ((GP„ Gu , u)) =  || Pn Gu  ||2 <  J G u J2= ((G 2 u >u)) e quindi 
si ha: (GP^ G)1/2 Pn (GPÄ G)1/2 <  G2. Ne segue la positività dell’operatore 
R* =  G2 ■— (GP„ G)1/2 P„ (GP„ G)1/2. Siano &"> >  &"> >  • • • >  &  >  • • ■ gli auto- 
valori dell’operatore Kn (ovviam ente com patto). D etto { x h} un qualsiasi 
sistema ortonorm ale e completo in S, si consideri l’invariante ortogonale

00

1̂ ß n )  ~  ^  (ßn Xh y XÒ' Si ha anche
A =  1

00 n

(I S) d (R,) = 2  & =  d (G2) -  3} [(GP„ G)1/2 P„ (GPn G)1/2] = 2  Pf ~  2  (p̂ )2 •h h=1 k=l

Poniam o y r — L2 zr (r =  1 , • • - , q). Sia 11̂  il proiettore ortogonale di E sulla 
varietà lineare ^-dim ensionale determ inata da y± , • • • , y q . Si ha, tenendo 
anche conto che R w è non degenere,

(16) ^  =  IR» I <  9Ì (R ,) -  d  ( n ,  r „  n ,)  +  | n ? R„ n , | .

M a si ha per la (14): R , =  G2 —  (G P , G)1/2 P , (GP„ G)1/2 >  G2 —  G P , G e 
quindi n ? R , II , >  II , (G2 —  GP„ G) I I , . Ne segue:

(17) 3Î ( n ÿR , n ?) _ i | n ?R , n ?[ > 3ì [ n {( G - G P » G )  n , ] _ | n , ( g 2- g p , g )  n , |

e quindi per le (13), (15), (16), (17) e per l’ipotesi ß),

n q

(18) p L ( a 2 < ^ ( G 8) - 2 M « > ) 2- 2 f
k=i t= 2

essendo > v ^ >  • • • >  le radici, tu tte 'non  negative, dell’equazione secolare

(19) det { ((G > r , y s)) —  ((GP„ Gyr , y s)) —  v {{yr , y j ) } =  o

(r  , s  =  1 , 2

valori. Essa afferma che se wi , • • •, w t—i sono k — i arbitrari vettori di E e h il com-
plemento ortogonale della varietà di dimensione finita da essi individuata, posto

a  (®i max (‘Tu,u )

si ha: qx̂  =  min vk_ 1 {w1 , • • • il minimo di cr^-i essendo inteso al variare comunque
di w1 ,• • •, <wk_ 1 in E. Assumendo w1 =  ,• • •, » si ha:

(X, <  max 
w(^“ 1)-{o}

(Tu,u)
1 « i2

<  max 
w ^ -1) -{0}

((T — V ) u ,u )
I u I2

max 
W(̂  —U — { 0 }

(T'u,u)
~ W "

< l | T - r | | + ^ .

Quindi [x̂  — <  [I T — T7 ||% Mutando le veci fra T e T7 segue la tesi.
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l , n

Tenendo presente che è P M u =  2  ß,v& ((^ > L^,)) , si riconosce, con cal-
ik

coli del tu tto  elem entari, che la (19) altro non è che la (12), talché la (18) 
equivale alla diseguaglianza (11) che era da dim ostrare.

È opportuno osservare che per l’applicazione num erica della (11) non 
occorre calcolare tutte le radici della (12), m a soltanto la (cioè la massima) 

*7
e la somma or^ — 2  di tu tte  le radici della (12). È  ben noto che il 

*=1
calcolo numerico della radice di massimo modulo di una equazione secolare 
può ottenersi con diversi semplici procedim enti, laddove il calcolo di si 
consegue senza bisogno di risolvere la (12).


