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Fisica matematica. — S u l problema intrinseco di evoluzione per 
le equazioni einsteiniane(#). Nota II di G a e t a n o  C a r i c a t o , pre
sentata (* (**)#) dal Corrisp. C. C a t t a n e o .

S u m m a r y . — An integration method established by Mme Bruhat is here adapted to 
the reduced problem of evolution for the vacuum Einstein’s equations. The applicability 
of the method needs three suitable supplementary conditions on the Cauchy’s data.

In  precedenti Note <*■) ho form ulato intrinsecam ente il problem a ristretto 
di evoluzione per le equazioni gravitazionali nel vuoto, dim ostrando resistenza 
e l’unicità della sua soluzione anche per dati non analitici. In  questa dim o
strazione una parte  essenziale ha avuto un teorem a di esistenza e unicità, 
stabilito da Y. B ruhat per una certa classe di equazioni differenziali, e 
da lei applicato all’intero blocco delle equazioni gravitazionali esprèsse in 
coordinate armoniche.

Questo teorem a è stato da me utilizzato indirettamente, m ediante una 
trasform azione da coordinate armoniche a coordinate adatta te  al generico 
riferim ento fisico prescelto. Nella N ota presente m ostrerò come il suddetto 
teorem a di Y. B ruhat si possa, sotto alcune lim itazioni aggiuntive dei dati 
di Cauchy, applicare d irettam ente al problem a ristretto  di evoluzione, for
nendo così anche un vero procedim ento costruttivo della soluzione cercata. 
Le condizioni aggiuntive, che assicurano l’applicabilità del procedimento, 
risultano identicam ente soddisfatte nel caso di dati iniziali di tipo rigido 
(cui però generalm ente corrisponde una soluzione non rigida).

i. Problema d i evoluzione ridotto . Il sistema di equazioni alle derivate 
parziali che regge il problem a ristretto di evoluzione [L. I. (4)] assume una 
form a notevolm ente più semplice quando il campo di vettori ausiliari 0)> 
largam ente arbitrario , viene scelto con le prim e tre  componenti t\a (x) iden-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo di ricerca matematica n. 36 
del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 14 gennaio 1967.
(1) Sul problema di Cauchy per le equazioni gravitazionali nel vuoto, « Rendiconti di 

Matematica» (3-4), 22 (1963); questa Nota verrà nel seguito indicata con (R. M.). Sul pro
blema intrinseco di evoluzione per le equazioni einsteiniane. Nota I, « Rendiconti Accademia 
Nazionale dei Lincei», (V ili), 41, 1966; questa Nota, verrà indicata con (L. L).

(2) Theoreme d'existence pour certains systèmes d'equations aux dérivées partielles non 
linéaires, « Acta Mathematica », 88, 141-219 (1952).

(3) Rinvio alle Note citate in <*> per chiarire il significato di enti, locuzioni e simboli 
che furono già ivi adoperati. Ricordo qui soltanto la convenzione adottata per gli indici: 
quelli greci, a , ß , y  • • variano da 1 a 3, quelli latini, i , k ,r- • • da 1 a 4.
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ticam ente nulle. Con tale scelta le equazioni di evoluzione diventano

( 0  2 0 aß)„v =0 =  -  ?e 3„ YaP +  (Y4)2 a4 a4 Yaß +  Ye° sa (ae Yp<1 — ~ 3ß Yoe) +

+  Ye° dp (3o Y«e — y  9a Yoo) —  (Aß)r,v =0 =  0

ove le (Äaß \ v=0 sono funzioni razionali ben determ inate delle Y(lv , 3r Y(iv, e 
le Ye° sono definite dalle relazioni Y80-Yoß =  Seß . Il problem a di evoluzione 
così espresso verrà chiam ato problem a di evoluzione ridotto.

Posto

(2) «° =  Y"1* (V? v**»>iv-o s  -Lr 3q ( f a .Y08) (Y =  det. 1 Taß I ),

e tenendo conto delle identità <4)

(3) Ye° (5C Ycß —  -  9ß Yea) =  —  [ycP ?e Y°e +  j ^  j
*
T)v = °

-  Yßa [ 3,  Y ® °  +  j  ;  j *  _0 • T \  = -  Y ß a  « °  ,

le (i)  assum ono la form a seguente:

( 0  2 (^aß)riv = 0 =  ■ TÖ° Taß +  ( ï 4)2 4̂ 4̂ T«ß (Tßv ^  +  Tav 3ß Uv)   qaß =  O

con

?aß — ( K p \ y=o +  Ua 3« Yßa +  u<i sp Yae +  da Ye° (5e Yßo ■—  — 3ß Yoe ) +

+  3ßYe° ( 3oYae—

A loro volta le equazioni com plem entari

(4)
(Sa)riv=o =  -  [v: -  v* K^]„.o =

(el - f  R*)nv=0 __ — [(K ^ )2 K aß] +  (R*)rìv==0 — o ,

stanti le identità

(S) (Sa)riv«0 =  T4 (Ra 4 \ v - 0  , (R* +  3 ) „ v- 0  ^  [ ( ï 4)2 R 44 +  ^  R ^ - o  ,

possòno scriversi nella form a

l (S a)t,v= 0  =  Yao Y4 94 +  ~  Y4 Y®° 34 3g Yae +  Vai =  O
(4)'

i (R* +  SOi.v-0 -  Y“3 Rap +  (Y4)2 ( -  4  T“3 34 34 Yaß +  Ç44) =  O ,

■£4) Le identità (3) si dimostrano facilmente in base alle seguenti altre:

T ^ V e *
V >* =
ßv l)v=0 =  "P=  ?ß lo g  hy

(5) Cfr. (R. M.), (7).
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ove le q ,-4 rappresentano, come le (4*p)niv=0, funzioni razionali delle ,
3r Tnv •

Il problem a di evoluzione ridotto consiste dunque nella ricerca di un
campo di tensori doppi simmetrici yfj soggetti alle condizioni y4 { =  o, che
in un intorno 4-dim ensionale W  della varietà iniziale 2  soddisfi al sistem a 
di equazioni (1)' e su 2  alle condizioni iniziali

(6 )  (Y,y)**=o =  Ÿ,y , ( y 4 24 Y y V = o  =  ¥ ,y  • • ■ 2  ,

1v  > ?\j essendo due tensori doppi simmetrici definiti su 2 , con le rispettive 
com ponenti y4 - , <p4 ■ nulle, e ivi verificanti le condizioni di com patibilità

(7) (Sa)r]v=o ~  0 j (R * +  =  o • • ■ 2 .

2. Cambiamento d i coordinate. Sistema differenziale ausiliario. Si sup
ponga di aver già assegnato sulla varietà iniziale 2  due tensori doppi sim 
metrici ya3 , <pa3 che soddisfino le condizioni di com patibilità (7). Si esegua 
poi, in tu tto  un  intorno di 2 , una trasform azione invertibile di coordinate 
del tipo

(8) x a' =  x a' (x1 , x2 , x3) , x^’ =  x4,

ove le tre  funzioni x a' siano soluzioni funzionalm ente indipendenti dell’equa
zione alle derivate parziali di tipo ellittico

(9) (v* v i  h  (̂x ^ ■ (ÿ ^  h  ï y 0 — log i y )  r a bq ^ =  o.

Notiam o esplicitam ente che le y ^  sono funzioni conosciute di x1 , x2 , x3, 
figurando esse tra  i dati iniziali. Equazioni del tipo (9) con ipotesi molto 
late (coefficienti continui e hölderiani) sono state studiate da Caccioppoli <6h 

Per una qualunque trasform azione del tipo (8)-(9) tu tte  le componenti 
dei due campi vettoriali */),• (x) , y* (x) rim angono ovunque invariate; inoltre, 
dato il carattere in varianti vo dell’operatore y ^ V * V * , nelle nuove coordi
nate le com ponenti ÿ ^ '  del tensore m etrico di 2  soddisfano, sulla 2  m ede
sima, le equazioni

(10) (*œv « o  =  r , w ( y t v t ' x - % ^ 0 =  - 4- aQ, a r  -  o . . .  2 .
ly

Così, disponendo soltanto di una trasform azione di coordinate del tipo 
(8)—(9), si può fare in modo che il tensore y ik assegnato su 2 , e ivi veri
ficante le condizioni di com patibilità (7), soddisfi le condizioni (io).

Ciò premesso, si esprim a anzitutto il problem a di evoluzione ridotto 
nelle nuove coordinate x1' . Le equazioni di evoluzione, le condizioni iniziali

(6) R. CACCIOPPOLI, Sulle equazioni ellittiche a derivate parziali con n variabili indipen
denti, «Rendiconti Accademia Lincei» (VI), ig , 83-89 (1934).



Gaetano C aricato, Sul problema intrinseco di evoluzione, ecc. 49

e le condizioni di com patibilità dei dati iniziali si scrivono rispettivam ente: 

( 0  2 (/a'ßOri^-O  =  ■ YQ ° 3q' <V Ya'ß' +  (Y4')2 ^4' ^4' Ya'ß' ---

' (Yß'v' +  Ya'v' Uyt) ---ga/pr =  o

(6)' (ïo'P 'V=0 =  Ya'ß' , (y*'h' Ya'ß'V=0 =  ?a'ß'

(S«0 t1v, = O ̂  -  [Va' —  v ^  ç ^ ] v -o =  O 

(3+ R * )v = 0  -  -  [ (ç G )2 -  ? “'ß' 9a'ß'] +  (R*)v =o =  O

Ya'ß' ? 9«'ß' essendo le funzioni di xv  , x2' , A'3' che rappresentano nelle nuove 
coordinate^(x*’) le com ponenti dei tensori spaziali ÿa3 , cpa3 precedentem ente 
scelti su 2! e verificanti le (7).

Lasciando per un m om ento da parte  tale problem a, sul quale si to rnerà 
tra  poco, si consideri il sistema differenziale ausiliario

C1 I ) 2 Pa’ß' =  ■ YQ,<5' 9o' Ya'ß' +  (Y4')2 ^4' ^4' Ya'ß' ---- £a'ß ' =  O ,

ottenuto form alm ente dal precedente sopprim endovi i term ini contenenti le 
<V uyl, e ad esso associamo le medesime condizioni iniziali (6)', (7)' che figu
rano nel problem a precedente. Il sistema differenziale (11) rien tra nella classe 
dei sistemi di equazioni alle derivate parziali, del 20 ordine, non lineari, di 
tipo iperbolico norm ale, considerati dalla B ruhat nella m em oria sopra citata <7h 
In virtù del teorem a di esistenza e unicità da essa stabilito per tal genere di 
sistemi, si può asserire che esistono e sono univocam ente determ inate, in 
un intorno 4-dim ensionale W  di 21, sei funzioni Ya,ß, (V) verificanti il sistema 
differenziale (11) e soddisfacenti su 21 alle condizioni iniziali (6)'.

3. Condizioni atte a garantire la coincidenza della soluzione delle equa
zione ridotte d i evoluzione con la soluzione del sistema differenziale ausiliario. 
Si considerino le identità

■| - t 4' m : r * + 3) =Va'Sa' - 2 C n,sa'-

( R *  +  *0Cm/ R C V -- V a' ^ V — C «' s\t

-  K“«' (R* +  cì)-h—-RKaa ' ^ K QtGr SQ'G'.

Se si pone

i ^a'ß'
(i'3)<

’j Pa'é'

2 (Yß'v'^a' V  Ya'v'^ß'^V) ) %a'4r — Ya'v' 4̂' j

—Ye'a'Si ’ 3e' Ya'0' +  ?a'4'-V)4' ■ “  Ŷ  V' 54' 4̂' Yn'v'+ Ç4'4',

(7) Nel lavoro della Bruhat (cfr. nota <3>) si trattava di un sistema di io equazioni 
in io incognite; nella Nota presente le equazioni e le incognite sono soltanto 6.

(8) Cfr. (R.M.), (8)', tenendo presente che l’ipotesi 7]a,= 0 implica n a, ,̂ =  o.

4. -  RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fase. 1.
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le funzioni (iVß'X1 = 0 > (Sa')u = 0 e (R^ +  cïL = o che figurano nelle (12) pos-Yr \ f  y f

sono scriversi nella form a

(14) («S'a'ßO'n ,= 0 == %a'ß' +  Pa'ft' > (SaOri ,= 0 — ' (Par i' ~\~ pa'k̂ ) >M* M-

(R* +  «’)r| =0 =  Ta' iV (■ya'ß')'l ,= 0 +  (y4')2/ 4' 4'>H' n'

e quindi le (12) stesse assumono l’aspetto seguente:

i —  y4'^ '  [y4'(«h '4' +  /V '4')] =  ÿ  V*' [y“'3' («a 'P' +  / a 'P') —  (y4')2 Pi’ 4'] +

1 +  ~  K aa< y4' (n^'v +  pp'i') ■—  (y4’)2/4'4' +

I — Y“' e ' V a' (nq-w +  pq’w) —  Te '°' (no'w +  pa'vò c e'
(■l2 )'\

—  Y4'?4' [Y“' 3' ( « o 'p ' +  Pa!p') +  ( y 4')2 A '4 ' ]  == Y8' 0' Vq' [ y 4'(^a'4' +  /o '4 ' ) ]  +

So

+  2 Ye'° 'C e' [y4'(«o'4' +  iW ) ]  —

- { k “:,(y 7 M ' - V Q'«'TeV  y°'v' ( V v' -

iì' c'+  ìV q') +  

~i~ Pw^') •

Si considerino ora le funzioni ya/ß/ (xf), unicam ente determ inate, soddi
sfacenti al sistema differenziale ausiliario ( n )  e alle condizioni iniziali (6)/-(7 )/, 
e si sostituiscano nelle (12)'. Si ottengono in tal modo le relazioni differenziali

-  Y4' ?4' [Y4' ^ ' 4' +  Pw4')] =  y  f t“'3' «a'P' —  (y4')2P i’i ’ì +

+  — K“a'Y4'(^ '4' +  /M.'4') — (Y4')2/ 4'4'C,x' — Y“'e' Va'«e> '---Ye'°'^ovCe'

(1 s) { y f  341 [y“'p' «cc'P' +  (y4')2/ 4'4'] =  Y8'0' Ve' [Y4' Oo'4' +  A '4')] +

+  2 Y8'0' c e- [y4' («o'4' +  Pc’4')] — -7 K“'a/ Y“'8' ?Ve' — V  ^e'o' «eV +4 ^

4

Le prim e tre  delle (15), quando si espliciti la dipendenza (13) dalle fun
zioni e si isolino poi a primo m em bro le derivate seconde delle fun
zioni u e', diventano

(16) Ym-' e' [— -7 Y“' 3' a«' ?P' ^8' +  (y4')2 a4' a4' «e'j =

ove si è posto

( 17) Ljj/ == —  ( ï 402 (2 Ym/ ß' • ?4' ^  +  u*' 34/ 34/ y^  0/ ) •—• 1% ^ +  — /£' e' +
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con le funzioni 1®,V, e lineari omogenee <9> le prim e nelle dQ, u°’ e le 
seconde nelle dr, u*' , p {<y , dr, p v ±, .

Poiché in W  risulta det. || Ym-7e' Il >  °  (cfr. m em oria cit. in <3> p. 212), 
alle (16) si possono sostituire le equivalenti

(1 6 / ya' P' aa, ap, u*' — 2 (y4')2 a4, a4, «c# +  ^  =  0

^Q/ essendo funzioni che hanno stru ttu ra  analoga a quella delle L ^/. Le (16)' 
possono essere in terpretate come un sistema di equazioni alle derivate p a r
ziali del 2° ordine nelle tre  funzioni uQf, di tipo iperbolico normale, e per 
esse è valido il teorem a di esistenza e unicità della B ruhat già utilizzato per 
il sistem a differenziale ausiliario. Se si aggiunge l ’ipotesi che su 2  i due 
tensori assegnati Ta'p ' , 9<*'ß' soddisfino oltre alle (7)' anche le condizioni 
aggiuntive

(18) [y4' dv  « ° V _ 0E= ( - Y ^ ' Y8' 0' — yeV  Y°'v') +  3e' ( ÿ e ^ 'r 'v ')  ^ , v, +

ae'Y^v' v cP^'v' ï e'°' +  VWv' 9 ®'°' + (Y 4' 3e' % 'V =o- Ç8'0' - Y 8' 0' 9:;) =  o

si può verificare che l ’unica soluzione delle (i6 )', annullantesi su 2  con le 
sue derivate prim e, è la soluzione nulla uS' =  o. A questo scopo basta verifi
care che u<ì' =  o soddisfa alle (15). Osserviamo dapprim a che i&' =  ö implica 
na'ß' =  o, con che le (15) stesse diventano

(19)

—  (Y4')2 h ’ A ' i'  =  —  y  V*< t(Y4')2 A rt']  +

+  Y4' ( a4 'Y 4' +  Y  A ’i’---  (Y4,) 2 / 4 ' 4 ' C |ì ,

Ÿ  ( y 4')3 h' Pi'4' =  —  Ÿ  Y4’ a4' ( y 4')2 -pi'4' +

+  Y9'°'V*<(y4'A ,'4') +  2Y8'° 'C erTi ' ^ 4, — A K al , ( Y ^ 4,4

Le (19) si presentano come un sistema di quattro  equazioni alle derivate 
parziali del prim o ordine nelle funzioni p in i , di form a norm ale rispetto alla 
variabile x i ' . Esse am m ettono ovviam ente nell’intorno W  di 2  la soluzione 
nulla pi,v  =  o la quale, d ’a ltra  parte, è l ’unica <10> che si annulla su 2 .

(9) Le loro espressioni sono le seguenti:

4 £ ' v '  =  “  YC ß  y V Y P'o ' ‘ +  i V f v V  a ß ' “ e  +  j j j t v j  ” o 'P '  +  I I V o '

<V ^  -  Ye'°'«oV'Ce' +  -  Y4' V  4' +  3i' tf 'P i'i ')  - -  t y  [(Y4')3 A U  +

+  Y  ê “«' -  (Y4')2 i W  <v +  Y  (Y4')2 ■ V 4' •
(io) S. CINQUINI, Sopra un teorema di unicità per sistemi di equazioni a derivate parziali 

non lineari, Note I e II, «Rendiconti Accademia Lincei» (V ili), 33, 401-404 (1962) e 34, 
27-33 (1963).
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Per costatare che le p w  sono nulle su 2  basta tener presente che i 
dati di Cauchy soddisfano le condizioni di com patibilità (7)' le quali, in virtù 
delle (14), possono essere scritte nella forma

(7)" [y4'(« a '4'+ A i 'O L '= 0 = O  , [Ya'P' («ce'ß' +  Pa'fi') +  P i'i ']x‘'=0 =  O ;
*

da queste, avendosi su 2  per ipotesi — o , ue' =  o, e dovendo essere 
soddisfatte le (11), si trae (pi'é,)xi,=o=  °- Pertanto, scegliendo i dati di 
C auchy in modo che verifichino le (7 ) ',e (18), il campo di tensori doppi sim
m etrici (y4/,*/ =  o) che in W  soddisfa il sistema differenziale (11) e su 
2  le (6)', soddisfa pure in W  le equazioni

ua’ =  (ty'-Y®'0') =  0

e quindi anche il sistema di evoluzione (1)".

4. Alcune considerazioni sulle condizioni iniziali aggiuntive. Si può osser
vare che le tre  condizióni (18) e il primo gruppo delle (7)' sono senz’altro soddi
sfatte quando si assum a uguale a zero il tensore <pa'ß'- D ato il significato del 
tensore medesimo cpa'ß' — (y4' Ya'ß')*4'=o » condizioni siffatte (9 a/ß' =  o) pos
sono qualificarsi condizioni iniziali di tipo rigido. L ’im portanza di condizioni di 
questo tipo è stata  messa in evidenza dalla stessa B ruhat la quale, nel suo 
studio sul problem a dei dati iniziali fU), ha m ostrato come soltanto detta con
dizione assicuri la regolarità delle soluzioni dell’equazione residua (7)2 quando 
l’ipersuperficie 2  sia generica e non lim itata. E opportuno osservare esplicita
m ente che la condizione iniziale <pe/0/ =  o non implica affatto che il riferim ento 
fisico sia rigido. Per costatarlo si prendano in esame le equazioni ridotte di 
evoluzione (1) che possono essere scritte nella seguente form a com patta <11 12>

-  Y4 4̂ K ,v =  — |  K aa K^v +  -1 K<V K qv +  V*Cv +  C , Cv — R*v.

Esse m ostrano che m ediante i dati iniziali si determ ina su 2  la derivata
longitudinale del tensore di deformazione dell’incognito riferim ento fisico.——  ̂ __ -
Q uand’anche si ponesse su 2  (Kaß)x4_0 =  cpaß =  o, scegliendo 7)4(4;) effettiva
m ente dipendente da x4 e tale che su 2  si avesse Cv +  Cv =f= R*v , il 
problem a di evoluzione determ inerebbe in generale un riferim ento fisico non 
stazionario, né rigido.

(11) Sur Vintegration des équations de la relativité générale, « Journal of rational mecha
nics and Analysis», 5, 951-966 (1956).

(12) Cfr. (R.M.) (1)1, (5)1; l’espressione dei tensori che intervengono è la seguente:

K =  y4 $4 y1 JfAV R* =  yTQ R*

=  r T®

Cv =  log (— vj4)

4 (9X Te v — ar  de Y f v — 3v Yt8 + 3V 3 q  Yxm) —  Y°P(tAV , a) (TP , ß)+ Yaß( ^  , a) (vp , ß)


