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Meccanica. — Sulla  relazione simbolica della meccanica delle 
volte. Nota d i G i o r g i o  F e r r a r e s e , presentata (*} d a l S o cio  G . K r a l l .

Summary. — T he dynam ic boundary  conditions are deduced for a shell constrained by 
the K irchhoff assum ption only, and a symbolic relation is also established for the mechanics 
of a shell.

R iprendendo uno studio [2] sulla problem atica delle volte, si com ple­
tano le equazioni di equilibrio -  pur esse suscettibili della tipica form a vetto­
riale di una equazione di conservazione -  precisando le quattro condizioni 
al bordo della superfìcie m ediana della volta.

L ’equazione indefinita e le condizioni al contorno vengono quindi rias­
sunte in u n ’unica relazione scalare, valida per ogni spostam ento virtuale fi): 
la relazione simbolica della meccanica delle volte <2h

I. P r e m e s s e  e  r i c h i a m i . -  Ferm e restando tu tte  le notazioni della 
N ota [2], si riprendano le equazioni fondam entali della m eccanica delle volte:

^  i ( I / — A 3. ( ^ R 0  =  o , m  — e, A R 1-  — 3,-a !A M ’)  =  o - . . S

I <p ■— v,- R ‘ =  o , & —  vt- M ‘ =  o • • • / ,

quali risultano dalla relazione simbolica della m eccanica dei sistemi continui 
tridim ensionali

(2) =  J  k¥- 3P dC  +  j  Y ■ ap d  3C +  j* Ya • 3>a (3P) dC =  o .
c $c c

Nella (1) sono indicati con: (x*) coordinate molecolari generiche dei punti 
della superficie m ediana 2 ; v il versore della norm ale geodetica in terna al 
contorno /; A  il determ inante della m etrica A ik di 2 ; [x/ ed m  rispettiva­
m ente la forza e il m om ento di m assa ripartiti su 2 , <p e la forza e il 
m om ento superficiale esterno, ripartiti sul bordo /:

i /  =  /*  ei +  f n  , m ~ n l \  m l
^  I <p =  <p* +  <pw , ^  =  n A ^  et ;

(*) Nella seduta del 12 novem bre 1966.
(1) Si vuol dire uno spostamento che rispetti l’ipotesi di K irchhoff sullé norm ali alla 

superficie m ediana 2 della volta. Come tale esso si ottiene fissando su 2 lo spostamento dei 
singoli punti e sul contorno /  lo spostamento e la rotazione norm ale (a l  su 2).

(2) U na relazione analoga, per la  teoria linearizzata, figura in [1], p. 133.
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infine R* ed M* gli sforzi e i mom enti di sforzo ripartiti su 2  :

j h
l R ‘ =  R ,V6 ek ~j- R ! n — j  ®Y' dz
} - h

(4) <
i ^
I M* =  n A ek — n f \  A3) Y* Zfe ( 2 = 1 , 2 ) ,
\  - ä.

costruiti a partire  dai due vettori di C

(5) 3)Y* -  (1 +  Af) ße* — AB/ ße* (3) == 1 +  FA +  JCA*) ?

essendo ß Tomografia di tensione, K e 3t  le curvature m edia e totale di H, 
Bik i coefficienti della seconda form a quadratica di 2 .

2. E q u a z io n e  i n d e f i n i t a  d e l l a  m eccan ica  d e l l e  v o l t e  e c o n d iz io n i 
AL CONTORNO. -  Nelle equazioni (I) figurano dieci caratteristiche globali 
dello stress: R^, R* ed (i , k  =  1 , 2), tu tte  costruite a partire dal tensore 
degli sforzi di C, notoriam ente simmetrico. E proprio tale sim m etria che dà 
luogo, per integrazione rispetto a 2, alla condizione globale

(6) e • A (ßJk — Brk M ” ) ek =  o • • • S, 

ovvero

(6') N * =  BJk — Brk M ri =  NH.

L a sim m etria del tensore superficiale viene del resto conferm ata dalla 
(1)2 che si spezza nella (6) e nella ulteriore condizione

(7) R ’’ e,- =  A --  2,- 0 /A M tó e£) —  m* e ■.

Decom posto allora il tensore superficiale nelle sue due parti, sim m etrica e 
antisim m etrica,

(8) M * =  Stt +

la (4)x , tenuto anche conto della (6 '), dà luogo alla seguente espressione di R ‘: 

R* =  ek -f- (Ŝ * -f- Qkl) n +  j-^=- ^  [/A  (Skr +  £lkr) er] • e1 •— m* | w, 

ovvero (3)

(9) R* =  P* — m l n +  r ^  (]/A £lki ri) ,

(3) Si utilizza l’identità Skrd êr = o ,  conseguente a ll’antisim m etria di e si tiene 
conto che er -e* =  8r*.
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ove si è posto

( IO) p  =  N a  ek +  S« Sk n +  - "  - S* Q/A S'5'' er) ■ e \
\ A

P ertanto  la ( i )x dà luogo alla seguente equazione vettoriale indefinita della 
meccanica delle volte <4):

( i r )  p _ _ V 5 .( y Ä p o  =  o-. -2; ,

essendo

(12) p  =  [Xf ~  a ■ Q/A m i n) .

Si noti che nella (11) le forze e i m om enti di m assa superficiali sono ra p ­
presentati dal vettore p,  m entre lo stress interviene, per il tram ite  di P*, solo 
attraverso le densità tensoriali simmetriche |(A e ^ A S tk, come dalla (io).

Per ottenere le condizioni al contorno da associare alla ( n ) ,  basta 
evidentem ente elim inare, dalle (1)3,4 , 1° stress reattivo Qlk. A questo scopo 
cominciamo con l’in trodurre il tensore di Ricci su E

(13) i\ik =  e i A er w ( i , k =  1 , 2 )

nonché, sul contorno /  di E, il versore della tangente t , orientato con la con­
dizione che la terna (t , v , n) sia levogira <5h

(14) r  =  7f  vk <==*> v  =  tT  tk.

Col tensore di Ricci si può costruire il duale di O^, cioè lo scalare

(15; O =  — f\a {- l ik «=> & k =  Û7]0 ,

con che la (9) diviene

(9') R* =  P* -— m* n f i  rfi dk (Ori).

D ’altra parte  sul contorno di E è da intendere m* =  o, sì che le (1)3,4 non 
differiscono da

(f •— P* •— th dk (On) =  o , ■— v,- +  Otk =  o • • • /.

Di qui, elim inando la reazione Q:

(16) — 'Q =  (S* — v,.S *)**••■/,

si ricavano le quattro condizioni al contorno da associare alla (II).

(4) Essa sintetizza le tre equazioni scalari (40) della [2], per altro analoghe a quelle 
linearizzate di Budiansky e Sanders [1 ]. Si noti che queste ultim e differiscono dalle equa­
zioni di Koiter [3] per la sostituzione di N*  ̂ ed S lk con

nik =  — N a  —  — ( V  +  brk S” ) e m ik =  —

(5) Si ha t A v  =  t ‘ vk e.  A =  /  v'5 t]ik n  =  t l t . n  =  v'5 n — n .
(6) Essendo il tensore di Ricci a derivata covariante nulla, è anche

—  (l/ÄY)ki) ^  7) ^  =  0 .
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In  definitiva le equazioni della m eccanica delle volte si riassum ono nel 
seguente sistema:

( P ~ W  a«(VÄp 0 =  ° " - s

<p —  v,.p>' +  —  [O, —  S**v,4)n] =  o , S-v — S * v ,v ,  =  o - • •

ove si è posto, per il m om ento esterno al bordo,

(ï 8) ek == $ t t +  Sv v.

Si noti che la reazione Q, pur essendo com pletam ente arb itra ria  su S, è sul 
contorno condizionata dal legame (16) e pertanto  non può generalm ente rite­
nersi nulla, come erroneam ente si am m ette in [3].

3. Relazione simbolica della meccanica delle volte. -  Dalla 
relazione simbolica della m eccanica dei continui (2) si può dedurre, come è 
naturale, una relazione scalare atta  a sintetizzare il sistema (17). Per ricono­
scerlo, specializziamo nella (2) lo spostam ento nominale, assum endo per 3P 
il generico spostam ento virtuale della volta: 8P == 8Q +  z 8n. T ralasciando 
l’ultim o integrale, corrispondente al lavoro delle forze intim e (7>:

( 19) S£(in° = J ( y  N* SA,, +  S« SBa) dZ (dZ =  /A dxi dx*),

consideriam o i prim i due integrali, cioè il lavoro complessivo delle forze esterne. 
Con le notazioni già introdotte si ha intanto:

=  J  0xf ‘ SQ +  m 1, Ci’ Sw) dH +  j ((p • SQ -f- er 8n) d s .
2 /

D ’altra  parte la rotazione 8n non è indipendente dallo spostam ento del punto 
generico della superficie m ediana della volta. Precisam ente si ha, insieme a 
8n n  =  o , 8n • ez =  —  n • 8e{, ovvero

(2°) S w e - =  —  n-di (SQ);

quindi

(21) 8 n =  8Q>i ei

con

(22) S®. =  a . n- 8Q —  3. (n-8Q).

Si ha pertanto, come dalla (20) <8>,

J  nd er 8n d Z  =  — J ~ -  3{ (ÿÂ  m* n • SQ) d Z  +
2 2

2 S

(7) Cfr. [2] p. 825.
(8) A pplicando il teorem a della divergenza, si tien conto che su l  m i =  o.
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nonché, avuto riguardo alla (18),

(23) J fr* et • 8n d s = j  &v v - 8n — w • —  (SQ) ds== j S<DV ds —  n • SQ

d (#7 n)

+

+ ds -S Q ds,

ove si è posto

(24) SOv == v 8n =  v* S®z-.

Segue di qui, supponendo per semplicità l chiusa,

(25) S£w =  j p - S Q d Z  +  j \<p  +  ^ n ^ - 8Q d s  +
S l l

ciò che dà, con la (19), la seguente relazione simbolica della meccanica delle volte'.

d (#7 n)(26)  ̂P • SQ d Z  -f- <f +  ■ ds • SQ ds +  ds +

+  j ( S  N * SA,, +  S« SB,.,) dZ  =  o.

Come è naturale, la relazione scalare (26), supposta valida per ogni spo­
stam ento virtuale della volta, cioè per ogni scelta di SQ su 'S e di 8Q e 8®v 
su /(»>, è equivalente al sistema (17). Per convincersene, trasform iam o il 
lavoro delle forze intim e (19) tenendo conto delle espressioni di 8A^ e 
(caratteristiche linearizzate di deformazione, relative al passaggio da S  a 
S +  SS):

I s (ei • ek) =  di (SQ) • ek +  dk (8Q) • ei
I SB,, =  S (af n-ek) =  3,. (Sm) ■ ek +  3,- n ■ dk (SQ ).

Si ha

S£(in-> -, J [N* « ,-3 . (SQ) +  S* eyd;  (5») +  S«.3,. m-3,  (SQ)] d Z  =

(27)

(Nrt e, +  S* a, n) ■ d, (SQ) +  ~ = r a,- (]/A Sa  e, • Sm) — 3,- (fA  S* e*) • Sm

cioè, tenuto conto, per l’ultim o term ine, dell’ identità 8n =  — \n • d. (SQ)] e1 
e della (io):

S£(ilin° =  J  P>. a (S Q ) d Z — J  V. S’* ek ■ Sm d s .

(9) Si noti esplicitamente che assegnare SQ e 8<DV sul contorno l  equivale ad assegnare 
SQ e la derivata di w-SQ (componente norm ale dello spostamento) secondo v, in quanto si 
ha, come dalle (22) e (24): Sd>v = — v*3; (w-SQ) -f- v '3,* w-SQ .
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Trasform ando ancora il prim o integrale col lem m a di Green e procedendo, 
per il secondo,- come per l’integrale analogo (23), si ha

S£(in,) ==__ J -^3,.(VAP0-8Q^S-
— / 1 Vi P vr G s * tk w) ' +  v*s “ I ds ;

/

sì che la relazione simbolica (26) può anche scriversi così:

(26')
I

VK 3,.(Va p o 1-8Q rfs +

+  J |y V,- P  +  —  [(», — S« V. tk) »] j • SQ ds +  J 0% —  S* V,. V,) SOv ds =  o.
/ l

Stante l’arb itra rie tà  del vettore $Q su tu tta  S , di SQ e SOv su /, si riconosce 
a vista sulla (26') l’asserita equivalenza della (26) al sistema (17).

Le equazioni (17) o la corrispondente relazione scalare (26), sussistono 
per una generica volta, sono cioè il risultato della schematizzazione di una volta 
in un sistem a continuo vincolato a deform arsi com patibilm ente con l’ipotesi di 
K irchhoif. N essuna altra restrizione è im posta, né per le coordinate o per lo 
stress, né per lo spessore o la costituzione m ateriale della volta, né per le 
trasform azioni cui si intende soggetta (reversibili o non, infinitesime).

Per un sistem a a trasform azioni reversibili, in particolare per una volta 
elastica, rim ane il problem a della scelta del potenziale term odinam ico. L ’espres­
sione (19) del lavoro delle forze intim e suggerisce infatti, per questo, solo la 
dipendenza da certe variabili. Le direttive non possono essere fornite che dalla 
teoria tridim ensionale. In  un N ota successiva sarà considerato il problem a 
linearizzato.
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