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Matematica. — Sur wune interprétation géometrique des systémes
de Pfaff; caleul tensoriel et invariants attachés & ces systémes. Nota
di ApoLr Haimmovici, presentata® dal Socio B. SEGRE.

SUNTO. — Proseguendo linterpretazione geometrica dei sistemi di Pfaff introdotta
in una precedente Nota lincea [3], si perviene ad attaccare un calcolo tensoriale ed una
serie di invarianti a ciascuno di tali sistemi.

§ 1. — INTRODUCTION.

Nous nous sommes occupés récemment [3] d’un transport paralléle
attaché a un systéme de Pfaff

( dy'=ai(x ; y)dx,

transport qui nous a conduit a la notion de courbure et de torsion attachées 3
un tel systéme. D’autre part, si les 4 (x; ») sont des fonctions homogénes du
premier, degré en y%, on peut interpréter les équations de plus haut comme des
rélations définissant le transport paralléle des directions; dans un espace a
connexion non-linéaire [1], [2], [4], [5].

Dans la Note présente, nous avons généralisé les notions de plus haut.
En interprétant les y° comme les composantes d'un vecteur issu du point z,
les équations de plus haut définissent un certain transport des vecteurs.

En partant de cette idée, on peut introduire un calcul tensoriel lié au
systéme (1) et définir une dérivation covariante, un tenseur de courbure et
un tenseur de torsion. Les systémes a tenseur de courbure nul sont les sy-
stémes complétement intégrables.

En partant ensuite du fait que la longueur d’un vecteur d’un espace rie-
mannien est un invariant au transport paralléle, nous cherchons les systé-
mes (1) qui admettent un invariant V(x;y) au transport des vecteurs ¥,
défini par (1). .

De ce point de vue, la fonction V (x;dy) aura une analogie avec la
métrique d’un espace Riemannien.

Enfin, on étudie le cas ol le extrémales de cet invariant sont les lignes
tangentes a un champ de vecteurs qui se transportent d’aprés (1).

§ 2. — COURBURE ET TORSION D’UN SYSTEME PFAFF.
1. — Considerons le systéme de Pfaff
(I> dyiza]’:<x;y)dxj, (Z.,j:I,Z,'--,ﬂ),
xz(xl’xz’...,x”),yE(yl’yz’...,y”)’
(*) Nella seduta del 14 gennaio 1967.

2. — RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fasc. 1,
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a) les fonctions a; (x ; ) sont définies sur R* X R” et sont de classe C.
6) la matrice

@ o= (@)

est non singuliére sur le domaine de définition des fonctions a} (x ;).
Supposons que les variables x? représentent les coordonnées d’un point
x de R”, et que les variables y/ sont les composantes d’un vecteur du méme
espace.
Si on fait le changement des variables x?, donné par

(3) W = u (%),

les composantes du vecteur y deviennent:

;i %ut
@ V=97

ox
Si on désigne par &} (u;v) les coefficients du systéme de Pfaff
' = @ (u;v)du’,
J
satisfait par les fonctions »* des variables %7, on a de (4), compte tenu de (1):

(s) L R

_’V —_— ayp ——— — &; —
ax’ 34t ox? 7 ot

= 0.

Dérivons maintenant cette équation par rapport a x/, compte tenu du fait
que, par suite de (1), les y* sont des fonctions des x% et, par suite de (3) et
(4), les u¢ et v? sont aussi des fonctions des #%; remplacons ensuite dans (5)
Uindice £ par /, dérivons cette derniére équation par rapport & x% compte
tenu des mémes considérations; faisons ensuite la différence de ces égalités;
nous obtenons alors:

6 Da/{ Da; ot Da‘]’: Da’; u’  out
_— - = — =] — —>
Q) D+ D+* ) 3x7 Du? Du’ ] ax® a4t

ou nous avons introduit la notation:

D 2 ;0 D 2 o 2
@) Dk S V% Gr ) D e T

La relation (6) nous conduit & désigner comme courbure du systéme (1),
I'ensemble des #3 fonctions:
Daj o Daf

D D+* '

(8) Riz (x;9) =

Il est évident que le systéme (1) est complétement intégrable si sa courbure
est nulle et réciproquement.
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Dérivons encore les deux membres de Iégalité (5) par rapport a y”
compte tenu de (4). Nous obtenons

( ) 32 4 n Qaf ot Sa'fl ™
2 ax" 2z’ 2y it o o ox’

Dans cette relation changeons entre eux les indices 7 et 4 et faisons la diffé-
rence entre les deux membres de ces équations; nous trouvons alors:

aa/{ chr/ ot é‘a'j’: Qd;; out 2y’
(10) P amiew e — =5
Ccx

3y Y P o ) ah

Cette relation nous conduit & poser:

. daf  2af
(11) Th=—0t— ",
3y” 2y

et a définir comme torsion du systeme (1) les #3 fonctions Té.,
Considérons maintenant un tenseur quelconque Vi (x;9), y étant

donné par (1). Soit V2, son transformé par (3), qui comme R}, et T est
lié & Vi par les relations

(12) Virws 9) 25 = Vi (us0) 25 25

Dérivons Ies deux membres de (12) par rapport & #°, compte tenu du fait
que les »* sont des fonctions des x/, données par (1) et que les u et les v,
sont des fonctlons de x données par (3) et (4). En remplacant les dérivées

secondes des #* par leurs valeurs de (9), et compte tenu des relations (12)
on obtient:

DV/, 3al et . 3t .\
kl o o % 7 7 AV
(W—@T Vlal“l‘j“; Val—!—"@y—,, ka) J =

ox

. DVZS Sa'; a® Sa'a v s duP s
"\ Dws T o5 H‘ vs “I’+ aw Qxt xl v

Cette égalité nous conduit & definir comme dérivée covariante de Vi (x;%)
le tenseur:

DVy i, . al
(13) V},rZW———@;VZ—~—|—7y—;V;+

§ 3. — INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.

Soit x un point de R*, et y un vecteur avec l'origine en z. Le systéme (1)
définit alors un transport des vecteurs .

Nous allons évaluer la variation Ay de y, quand origine de y parcourt
un contour fermé, et il se déplace d’apres (1).
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Soient I" un contour simple rectifiable, qui passe par x, et © le do-
maine borné dont I' est la frontiére. On a évidemment

; p ) F /Daj': Da}; ik
&= | ai(x;y)dx’ = kaé — 57 dx? dx*.
r r D

On conclut, que si Ay? est la partie principale de la variation de 37, aprés
le transport le long de I', en partant de x, on a:

(14) Ay’ = R} [dx’,dx"],

ce qui donne l'intérpretation du tenseur R}, d’ailleurs analogue a celle des
des tenseur de courbure d’un espace & connexion affine.

2. — Considérons les vecteurs y*, dx’ et Ox°.
Déplagons ¥* + dx’ le long de 3% et le vecteur »* + 32 le long de 4’
le déplacement étant défini par (1). On a

8 (¥ 4 dr') = ) (x ; ¥ + dx) 3x7,
d (¥ +3x) = al(v;y + 3x) du’.
La partie principale de la différence
Sdx* — d 8%,

quand les - vecteurs dx’ et 3x¢ sont appliqués au point x 4+ y, est alors:

Qa‘: Sai .
(ajk 5 i) [t dac’],
4 Y

ce qui donne une interprétation géométrique de la torsion du systéme (1).
Remarque. Ecrivons le systéme (1) sous la forme

(15) dx’ = AL (x;3)dy’,

ou les A’ sont des fonctions satisfaisant &

(16) 4 AL =73].
Posons comme dans (7):
D 3 » 0 »( d s 0
Dy = ayp T8 o ”‘Aﬁ<9xr +a ay:)'
La courbure du systéme. (15) est alors:
DA’ DA” DA, DA”
I Sp@;y)=—2— —2L=A;—L—A, 7.
( 7) PQ( 7y> qu D}/‘b q D& b D
De (16) on tire encore:
DA, ., Dd
E = AGA,

Dxs * Dxs
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et en remplagant cette formule dans (17), on obtient
(18) Si=A}A] ATR},

formule qui donne la courbure de (15) en fonction de celle de (1).
Remarquons enfin les relations:

DR.  DR% DR a’e R 6 o)
(19) th_}_Dxi—’—ij_—A [3+ Uaﬁ,

obtenues de (8) compte tenu des relations de commutation:

D D D D 8 3
20 — —RB _° .
(20) D#* Dif  Di* DI #h 73, P

Les relations (19) s’écrivent encore & 1'aide des dérivées covariantes, sous la
la forme:

(21) Ry + Rys + Ri.; = R Th + RgiTﬁs + R?jTiﬁ +
+ RS, Th 4 R T + Re T
Ce sont les identités de Bianchi. .
Remargue. Si les coefficients o/ (x ; ¥) ont la forme particuliére
(22) ai (x;y) =Th@) ¥,

les équations (1) peuvent étre considérées comme définissant le transport
parallele dans un espace a connexion affine. L’équation (9) se réduit alors &
celle qui donne la transformation des coefficients de la connexion. On obtient
encore

Ry (x;9) = Riy () 5",

et les relations (8) et (11) conduisent aux tenseurs de courbure et de tor-
sion d’un espace & connexion affine. Enfin les relations (21) sont les identités
de Bianchi habituelles.

§ 4. — UN INVARIANT AU TRANSPORT DEFINI PAR (I).

Nous nous proposons de trouver les systémes de Pfaff (1) tels qu’il
existe un invariant au transport defini par (1).

Si on désigne par f (x;y) un tel invariant, il devra satisfaire & la con-
dition

AN + %}édy" = 0,

oxt

pour tout Jx° et pour tout &y’ donné par (1); cette condition est satisfaite si

(23) Y —T i

Dt o 7 BY; = 0.
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D’ailleurs cette équation est plus restrictive que la précedente. La con-
dition d’intégrabilité de (1) s’écrit
R
(231) R:-T —o.

ifw_

Les prolongements de ce systéme s’obtiennent en prenant les dérivées
covariantes des deux membres. On a alors:

B
« Of of D [3f\  Cay af
P Sye R"j<Dx‘? (.93'“) T 5 eﬁ>_o'

Compte tenu de la formule de commutation

™ D ¥ 3 pf M4
Dx% 3y° dy* Dux# T

et de (23), cette équation s’écrit
3
(RS + RS TS % =o.

En supposant enfin le transport défini par le systéme (1) sans torsion, cette
derniére équation devient

of
(232) R3. B
Les prolongements suivants seront

f
(233) Rijw 5= 0,

et de méme

Afin qu’il existe un invariant du type cherché, il faut que le systéme
d’équations (23), (231),-- soit compatible. Or, les fonctions f dépendent
de 27 variables. Il faut donc que parmi les équations (23), (231), --- il y
ait 27 — 1 au plus linéairement indépendantes. Comme les 7 équations (23)
sont évidement linéairement indépendantes entre elles et linéairement indé-
pendantes des autres, il faut que parmi les équations (231), (232),--- il y
ait #— 1 au plus, linéairement indépendantes.

Nous allons nous occuper plus en détail du cas »= 2. La condition d’exi-
stence de l'invariant se reduit alors 3

(24) R/1é2,r = A\, RIIEZ )

parce que dans ce cas il faut qu’il existe une seule équation linéairement in-
dépendante. La relation (24), implique des conditions pour A;: en effet on a:

% % 3
RIQ,N - R12,sr = (7\7,3 - )\:,r> R12 ’
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apres avoir effectué les calculs on obtient:

3Ry, | BRj Du  Dh
(V'F 5 | Ri= \D_xg——D;ﬂ)Rm

olt nous avons tenu compte du fait que la torsion est nulle.

En remplacant les composantes Rj, par leurs expressions en fonction
des a] on obtient 4 la fin:

D (24 aaf D aa; 3>
D \or T M) Tar\gr tge — R

Si on suppose Rf;==o0, cette équation conduit a:

b (2 b (%
(25) W(T —h =‘D}T(W"‘M

et, comme on voit aisément, si I'on donne arbitrairement Az, la composante Ay,
est solution d’une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre.
Le systeme a intégrer est formé par (23) et (231).
En ce qui concerne (231), les caractéristique sont données par

3
ng = 0.

Rhdyt — Rpdy? =o.
Soit
(26) V(@594 9% =1t
I'intégrale générale de cette équation. En prenant encore
(26" P=y , &=,

on constate que le systtme (23), (231) se réduit a:

v,

) o
o V)
o’ T oy <9x’ T 9y“>

Evaluons les parentheses des secondes équations: a4 ce but partons de
Iégalité:

1 vV
(28) 12 9 1 —l-' Ru o_y = O.

Si on prend la dérivée covariante des deux membres de cette équation,
compte tenu de la relation de commutation (*), du faite que la torsion est
nulle, de (24) et (28), on obtient:

& o (DV
Ris 3 (o)

&\ Dw ) = O
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Comme on a Rf%, == o, il résulte que

DV
V. )
I
et par suite
DV
(29) =9, (V),

@; étant des fonctions d’une variable qui pour le moment sont arbitraires.
En appliquant & (29) la relation de commutation (20), on obtient:

dpy DV des DV

aV Dz 4V Dt 9

c’est a4 dire:

dCPl a’qu _
<PZ av cPl av =0,
d’oll 'on déduit
s = Ag; A = const.

En changeant au besoin &2 en £2 = A2, on peut supposer A =1, de
maniére qu’on ait:

(30) Pa=01 =10 ().

Le second systéme (27) devient maintenant

supposons ¢ ==0; si on considére alors la fonction:

x) = [ s

on obtient de ce systéme:
n— B (&t 4 £2) = const.

B étant la fonction inverse de «; la fonction # dépend donc seulement de la
fonction

I=V:(x;y, %) —B (' + 29,

que l'on peut prendre comme I'invariant cherché. Si ¢ = o, I'invariant cher-
ché est:

I=V(x;st,59.
Imposons encore & I'invariant cherché la condition d’étre homogéne du

premier degré en 3%, c’est A dire

(31) aj{:_l_ 23’/7~f'
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En prenant comme nouvelle fonction inconnue
g=f—rf(,»,
le systéeme formé par (23), (231), (232),--- et (31) est
og I o g
ax{-i—?—a,»w:o, (Z=1,2)

)
R%Z‘ayia=o;

9,
sz,rgfa =o,

og V % _
J’a'g},—a"l‘f—aj}‘—o-

La condition que ce systéme admette une intégrale est la méme condition (24)
et l'invariant cherché est la fonction f donnée par 'intermédiaire de g, qui

satisfait a:
AR Gl N BT
V(x,g,g) B (2l + 22) = o,

V et B étant les fonctions introduites auparavant.

§ 5. — LES EXTREMALES DE L’INVARIANT TROUVE.

Trouvons enfin les conditions pour que l'invariant trouvé admette comme
extrémales les lignes intégrales tangentes aux vecteurs 3%, c’est 4 dire les

lignes
(32) afi—a/‘:(x;zl')ﬂ?jzzo.
A ce but, partons de I’équation d’Euler

af__i<3f\):o,

ox? dt \ ozt

qui donne:

of prf f .
(33) Wi T axmow T amem ¢ O
Remarquons que, compte tenue de (23), on a
af 2 (B o ) by of 5y
—_— = — : —_—— = — - —— — —_—
ozt 92* ax % axf ot 24P ¢ a# 9P

de maniére que (33) devient:

azf (k“—agz':ﬁ>———<—~,———x —dq) f = 0.

4% 047
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Supposons maintenant que les extrémales sont les courbes (32). L’équa-
tion de plus haut conduit alors 4 la condition:

(34) (z—ff i’ — af-‘) 7{— =o.
Cette condition est satisfaite:
1) si
p
(35) Z? P —al=o.
Cette équation s’écrit encore
(357 B%&—Zaﬁ‘:o,

et elle montre que les fonctions 4/ sont homogeénes du premier degré en 7.
En effet, en multipliant les deux membres par »* on constate que les
fonctions

ag )P = ¢% (x; 9)
sont homogeénes du second degré en y'.
En remplagant cette expresions dans (35'), on obtient

I Jp*
i 2 oyt

o —

ce qui démontre la conclusion.
Si I’éspace est sans torsion, les équations (35) montrent directement la
conclusion.

2) Si (34) est une conséquence de (23;), (235),- - -. Dans le cas 7 = 2,
on doit avoir:

[ %a% ) . .
(36) o (@ﬁ— Y —a)=o, o = ot (x;7)
et
(36" Ry = = <j§§* 5" *“}) Ty =l (x, ).
Considérons comme exemple d’un tel espace celui dont
a}:f:o , a?zaé—:—ag:o ijZ:o.
On a dans.ce cas:
1
Rj, = % . Ri=o,
R, =o0.

Les conditions (35) et (36) peuvent étre réalisées: toujours par un choix

convenable des facteurs o’ et o
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L’invariant f est, dans ce cas:

f=V(Qy
et ses extrémales. sont

x2 = const.

D’autres part, les lignes tangentes 4 une famille de vecteurs qui se trans-
portent d’aprés (1) sont données par:

j?lzai(x;zl’);el
%2 = o,

c’est a dire ces lignes sont des extrémales.
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