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Matematica. — Sur une interprétation géométrique des systèmes 
de Pfajf; calcul tensoriel et invariants attachés à ces systèmes. Nota 
di A dolf H a im o v ic i, presentata n dal Socio B. S egre .

S u n to . — Proseguendo l’interpretazione geometrica dei sistemi di Pfaff introdotta 
in una precedente Nota lincea [3], si perviene ad attaccare un calcolo tensoriale ed una 
serie di invarianti a ciascuno di tali sistemi.

§ i. -  Introduction.

Nous nous sommes occupés récemment [3] d ’un transport parallèle 
attaché à un système de Pfaff

(0  dyl =  a\{x  ; y) d x j ,

transport qui nous à conduit à la notion de courbure et de torsion attachées à 
un tel système. D ’autre part, si les a}(x ; y)  sont des fonctions homogènes du 
premier^ degré en y 1, on peut interpréter les équations de plus haut comme des 
rélations définissant le transport parallèle des directions, dans un espace à 
connexion non-linéaire [1], [2], [4], [5].

Dans la Note présente, nous avons généralisé les notions de plus haut. 
En interprétant les y 1 comme les composantes d ’un vecteur issu du point 
les équations de plus haut définissent un certain transport des vecteurs.

En partant de cette idée, on peut introduire un calcul tensoriel lié au 
système (1) et définir une dérivation covariante, un tenseur de courbure et 
un tenseur de torsion. Les systèmes à tenseur de courbure nul sont les sy­
stèmes complètement intégrables.

En partant ensuite du fait que la longueur d ’un vecteur d ’un espace rie- 
mannien est un invariant au transport parallèle, nous cherchons les systè­
mes (1) qui admettent un invariant V (x ; y )  au transport des vecteurs y } 
défini par (1).

De ce point de vue, la fonction V (x ; dy) aura une analogie avec la 
métrique d ’un espace Riemannien.

Enfin, on étudie le cas où le extrémales de cet invariant sont les lignes 
tangentes à un champ de vecteurs qui se transportent d ’après (1).

§ 2. -  Courbure et torsion d ’un système Pfaff.

i. -  Considérons le système de Pfaff 

(0  d ÿ  =  ai O ; y) dxj , ( j , j  =  i , 2 , • • •, n),

X =  (x1 , X2 ,■ ■ ■, X”) , y  =  (y 1 , y 2 ,■ ■■,y"),

(*) Nella seduta del 14 gennaio 1967.

2. -  RENDICONTI 1967, Vol. XLII, fase. 1.
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où:
a) les fonctions dj (x \y). sont définies sur R"2 X R” et sont de classe C1.
b) la matrice

(2) « = ■ (* )

est non singulière sur le domaine de définition des fonctions d j(x ) ÿ ) .
Supposons que les variables représentent les coordonnées d ’un point 

x  de R**, et que les variables y j  sont les composantes d ’un vecteur du même 
espace.

Si on fait le changement des variables x ii donné par

(3) ui = u i (x),

les composantes du vecteur y  deviennent:

(4) vl =  y 3 3 u1 
dx3

Si on désigne par â\ (u ; v) les coefficients du système de Pfafï

dv1, =  ai (u ; v) du3,

satisfait par les fonctions v1 des variables u3 > on a de (4), compte tenu de (1):

(5) y 3 dxj  dxk
+  ai

3 u 1

dxJ
-t 3u3

d j ----73 dxk
O .

Dérivons maintenant cette équation par rapport à x l, compte tenu du fait 
que, par suite de (1), les y a sont des fonctions des x b et, par suite de (3) et 
(4), les uc et vd sont aussi des fonctions des x b ; remplaçons ensuite dans (5) 
l’indice k par /, dérivons cette dernière équation par rapport à xk, compte 
tenu des mêmes considérations; faisons ensuite la différence de ces égalités; 
nous obtenons alors:

(6 , { Da/ \  du* /  D^-  __  Suy dup t
 ̂ . \ D x 7 Dxi  J dxJ' \ D up D uj  Ì dxk dxl

où nous avons introduit la notation:

✓ N D _ 3 * 3  D _ 3 *_s 3
V) ~Dx* ^  ääJ +  ak ’ T hF  =  ~dür ■*” ar Ihs '

La relation (6) nous conduit à désigner comme courbure du système (1), 
l’ensemble des nz fonctions:

(8) Ra (x ; y) =
D 4
Dx1

Daj_
Dxk

Il est évident que le système (i) est complètement intégrable si sa courbure 
est nulle et réciproquement.
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Dérivons encore les deux membres de l’égalité (5) par rapport à y r 
compte tenu de (4). Nous obtenons

(?) Su* ddia du^ du"
3y r Sx* 3vk dxr Sx*

Dans cette relation changeons entre eux les indices r  et k et faisons la diffé­
rence entre les deux membres de ces équations; nous trouvons alors:

S_^_ _  d<  \  Su* =  I _  ^4  \  Su* 3uj
Syr 3y k J  Sx* \  Sv* àv* )  ex* 3xk 

Cette relation nous conduit à poser:

(IO L kr ■
dak
3y r

Sa]r

Syk

et à définir comme torsion du système (1) les rfi fonctions Tl).
Considérons maintenant un tenseur quelconque V \i (x ; y ) , y  étant 

donné par (1). Soit V£. son transformé par (3), qui comme R*u  et T*u  est 
lié à ~V\i par les relations

(12) XTJ . \  v u ' TJ i f  \  ^ u 9

dx* dxl

Dérivons les deux membres de (12) par rapport à Xs, compte tenu du fait 
que les y* sont des fonctions des x J, données par (1) et que les u  et les v, 
sont des fonctions de x  données par (3) et (4). En remplaçant les dérivées 
secondes des u* par leurs valeurs de (9), et compte tenu des relations (12) 
on obtient:

Dxr
dai
dyr v T  +

34
dyr VJal +

34
dyr viko, du*

dxJ'

DVjp
D us

dâ* ___a T/a .
~  "^T V̂  +

dà] dâ°.
__L v*dv* Ja

dus du^ dus 
dxk dxl dxr

Cette égalité nous conduit à definir comme dérivée covariante de \ ( x \ÿ )  
le tenseur:

(13) Vi pvj:::
Dxr

dd(
dy'>-vT.::- 3aat  .4-----L yV  Syr V<* + . . .

§ 3. -  Interprétations géométriques.

Soit x  un point de R”, et y  un vecteur avec l’origine en at. Le système (i) 
définit alors un transport des vecteurs y .

Nous allons évaluer la variation Ay  de y , quand l’origine de y  parcourt 
un contour fermé, et il se déplace d ’après (i).
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Soient T un contour simple rectifiable, qui passe par x, et le do­
maine borné dont F est la frontière. On a évidemment

dy* =  / dj (x ; y) dxJ =
3)

D4
Dxk

D 4
D xj

dxj dxk.

On conclut, que si Ay est la partie principale de la variation de y, après 
le transport le long de T, en partant de on a:

(14) l i ÿ  = ^{< 1 x 1  ,dxk}.

ce qui donne l’intérpretation du tenseur Ry ,̂ d ’ailleurs analogue à celle des 
des tenseur de courbure d ’un espace à connexion affine.

2. -  Considérons les vecteurs y* , dxz et 8x*.
Déplaçons y 1 +  dx1 le long de 8x* et le vecteur y * +  8xz le long de dx*, 

le déplacement étant défini par (1). On a

S (y +  dx1') — d j(x  ; y  +  dx) 8xj , 

d  (y + 8x*) =  ai (x ; y  +  8x) dx j . 

La partie principale de la différence

8 dx1 — d  8x* ,

quand les vecteurs dxi et 8xz sont appliqués au point x  +  y , est alors:

^4 
3y [dxk, dxJ] ,

ce qui donne une interprétation géométrique de la torsion du système (1). 
Remarque. Ecrivons le système (1) sous la forme

(15) dxr =  A rs (x ; y )d y s,

où les A rs sont des fonctions satisfaisant à

(16) dj A i  = § £ .

Posons comme dans (7):
D __ 3

dyP +  KP — AVp ( +DyP dyP 1  ̂  ̂ dxr 

La courbure du système (15) est alors:

ar dys

(17) Srte (x ;y )  =
DAr,___P
Dyq

da;
Dy

, da-
K — f9 Dxs

-a ;
DA-

Dxs

De (16) on tire encore:

d a ;
Dxs — a i’a ;Æ * Dxs
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et en remplaçant cette formule dans (17), on obtient

(18) s5 , = a ; a j  a ; r £ ,

formule qui donne la courbure de (15) en fonction de celle de (1). 
Remarquons enfin les relations:

(19 )
DR*. DR*'jh

+  ■
DRÎht __ -p) !j-T" =  LC;;

Dxn ’ T)x‘ ' D xJ "Jk dyp ‘ 3j/P ' ^  3yP

obtenues de (8) compte tenu des relations de commutation:

D D

RL ■R&-
3aî

(20)
V>xh Dx*

°  D „ u  _ 3_
T)xk Dxh ~  kh Sy?

Les relations (19) s’écrivent encore à l’aide des dérivées covariantes, sous la 
la forme:

(2I) R A  +  R%,i +  R«,y =  Rjv; T-% +  R«T/3 +  Rÿ T/,ß +
+  T) k 'T'Ct I TJ k ma I TJ k /Tratvay l-hi “T -K-aÂ I ij +  Kaî- 1 jk .

Ce sont les identités de Bianchi.
Remarque. Si les coefficients aj (x ; y) ont la forme particulière

(22) =

les équations (i) peuvent être considérées comme définissant le transport 
parallèle dans un espace à connexion affine. L ’équation (9) se réduit alors à 
celle qui donne la transformation des coefficients de la connexion. On obtient 
encore

=  Rl& (x)yk ,

et les relations (8) et (11) conduisent aux tenseurs de courbure et de tor­
sion d ’un espace à connexion affine. Enfin les relations (21) sont les identités 
de Bianchi habituelles.

§ 4. -  U n invariant au transport défini par (i).

Nous, nous proposons de trouver les systèmes de Pfafï (1) tels qu’il 
existe un invariant au transport defini par (1).

Si on désigne par /  (x ; y)  un tel invariant, il devra satisfaire à la con­
dition

-&<***+  -%rdy i =  0>

pour tout dx* et pour tout dy' donné par (i); cette condition est satisfaite si
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D ’ailleurs cette équation est plus restrictive que la précédente. La con­
dition d ’intégrabilité de (1) s’écrit

(23i) R“- ^ = o .

Les prolongements de ce système s’obtiennent en prenant les dérivées 
co variantes des deux membres. On a alors:

R a
îY,■ij,k JL

dya +  K-
D

D xk \dy'
¥ + dyk

JL
dy°* =  0 .

Compte tenu de la formule de commutation

/*n  J3/L _  H  ? f
'  ̂ T>xk dya dya Dxk 5y a ^<3 ’

et de (23), cette équation s’écrit

(Rÿ,£ +  RjyTfU) L L  — o .

En supposant enfin le transport défini par le système (1) sans torsion, cette 
dernière équation devient

t o )  n , ^ = o .

Les prolongements suivants seront

(233) R 5 . « ^  =  o,

et de même
3r£P “ pQ 
dya

R a
■bc JL

dyP =  O,

Afin qu’il existe un invariant du type cherché, il faut que le système 
d ’équations (23), (231),-•• soit compatible. Or, les fonctions /  dépendent 
de 2 n variables. Il faut donc que parmi les équations (23), (231), ••• il y 
ait 2 n — i au phis linéairement indépendantes. Comme les n équations (23) 
sont évidement linéairement indépendantes entre elles et linéairement indé­
pendantes des autres, il faut que parmi les équations (231), (232),-•• il y 
ait n —  i au plus, linéairement indépendantes.

Nous allons nous occuper plus en détail du cas n =  2. La condition d ’exi­
stence de l’invariant se réduit alors à

(24) R-12 ,r =  K  R-12,

parce que dans ce cas il faut qu’il existe une seule équation linéairement in­
dépendante. La relation (24), implique des conditions pour X̂ : en effet on a:

R12,™ — Ri2,jt =  ÇK,s ■— XJ>r) R12 ;
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après avoir effectué les calculs on obtient:

, dR*A-D* _  ( D X2 \ r(i
’ 9yi +  cj/2 ) Kl2 \ D.r2 Dx1 ) Kl2

où nous avons tenu compte du fait que la torsion est nulle.
En remplaçant les composantes R12 par leurs expressions en fonction 

des aJi on obtient à la fin:

J D J ^ai  ̂ \  D (  â2 , 9a2 1 \  \ T>k __ ^
( D x2 \  +  ~dÿï À1j  d x i \ ^ T  +  À2j  I K 12 ~  0

Si on suppose R i2 =j= o, cette équation conduit à:

Os)
D ( ? 4  \ __ D ( 3 4

D x2 l cyî A l) D x1 I

et, comme on voit aisément, si l’on donne arbitrairement X2, la composante Xi, 
est solution d ’une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre. 

Le système à intégrer est formé par (23) et (231).
En ce qui concerne (231), les caractéristique sont données par

R12 dy1 — RL dÿ2 =  o .

Soit

(26) V (x; ; y 1, y 2) =  t)1

l’intégrale générale de cette équation. En prenant encore 

(26') y2 =  y 2 , =  x \

on constate que le système (23), (231) se réduit à:

l df
\ 3y)2 °  ’

(27 ) }
U + ^ A + « ‘ ^ l = o( ' Stq1 \ dx1 ■ * cya J

Evaluons les parenthèses des secondes équations : à ce but partons de 
l’égalité:

/9q\ p i ; p 2 av
(28) R12 -^T +  R12 =  °-

Si on prend la dérivée covariante des deux membres de cette équation, 
compte tenu de la relation de commutation (*), du faite que la torsion est 
nulle, de (24) et (28), on obtient:
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Comme on a Ri2 =|= o, il résulte que

et par suite

(29) tS - ^ O O .

9i étant des fonctions d ’une variable qui pour le moment sont arbitraires. 
En appliquant à (29) la relation de commutation (20), on obtient:

dqi DV (5?ç2 DV __
~dV Dx* ~  dV Dxr ~  ° ’

c’est à dire:

(p9 — ----- m d>&2_
Ÿ2 dV Ÿ1 dV ’

d’où l’on déduit

92 =  A çi A =  const.

En changeant au besoin £2 en £'2 =  A£2, on peut supposer A =  i , de 
manière qu’on ait:

(30) 92 =  <Pi =  9 0l) •

Le second système (27) devient m aintenant

V_
3 Ç» — o ;

supposons 9 =j= o; si on considère alors la fonction:

on obtient de ce système:

Y) — ß (Ç1 +  ?2) =  const.

P étant la fonction inverse de oc; la fonction /  dépend donc seulement de la 
fonction

$ =  V: (x ; y 1 , y 2) — ß (x1 +  x 2) ,

que l’on peut prendre comme l’invariant cherché. Si 9 =  o, l’invariant cher­
ché est:

» =  ,y>).
Imposons encore à l’invariant cherché la condition d ’être homogène du 

premier degré en y*, c’est à dire

(31) +  y 2 dJL
dy2 =  / •
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En prenant comme nouvelle fonction inconnue

g = / — / ( *  ,y)>

le système formé par (23) , (23^ , (232) , • • • et (31) est

- W  +  7 Æ“ ^ = ° .  ( ? = l ,2 )

R12 jß r  =  0 .

R 12,i =  O,

y« i  +  / l  =  oy  dya -TJ djr

La condition que ce système admette une intégrale est la même condition (24) 
et l’in variant cherché est la fonction f  donnée par l’intermédiaire de g> qui 
satisfait à:

v (*; ir ’ ir) ß ̂  + = 0 >
V et ß étant les fonctions introduites auparavant.

§ 5. -  Les extrémales de l’invariant trouvé.

Trouvons enfin les conditions pour que l’invariant trouvé admette comme 
extrémales les lignes intégrales tangentes aux vecteurs y \  c’est à dire les 
lignes

(32) x* — ai (x ; x) =  o .

A ce but, partons de l’équation d ’Euler

qui donne:

(33)

V L - j L (  Æ \  =  0
dx* dt l dx* ’

IL
dx*

92/ 
dxa dx* X“ 32/

dxa dx> =  O.

Remarquons que, compte tenue de (23), on a

g2/  . ___ y  \ _  3ga 3/ g
dx"' dx’ \  °  3xP ) dx’ dx9 “  dx’' dx9 ’

de manière que (33) devient:
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Supposons maintenant que les extrémales sont les courbes (32). L ’équa­
tion de plus haut conduit alors à la condition:

(34) dal  .» «\ 3/— 7- x  ■— di =  O ,
dx* I cxa

Cette condition est satisfaite: 
1) si

(35)

Cette équation s’écrit encore 

(35')

|î a—V y  — ai =  o . 
sy '

9 («jj j/ß) 
3 /

— 2 di —  O ,

et elle montre que les fonctions a\ sont homogènes du premier degré en y \  
En effet, en m ultipliant les deux membres par y 1 on constate que les 

fonctions

«p y  =  ? “ (*;  y)

sont homogènes du second degré en y \
En remplaçant cette expresions dans " (3 5'), on obtient

* 2 dy*
ce qui démontre la conclusion.

Si l’espace est sans torsion, les équations (35) montrent directement la 
conclusion.

2) Si (34) est une conséquence de (23^ , (233), • • •. Dans le cas n =  2, 
on doit avoir:

(36) ( ^ -  y  — a?) =  O , g* =  o*- (x ; y)

et

(360 R12 =  T12 y  — aj j  T12 =  T12 (x , y ) .

Considérons comme exemple d ’un tel espace celui dont

l i  2 1 2  ^aid i y  O , d 1 =  d2 =  d2 =  O -2~£- =  O .

On a dans ..ce cas:
q 3 a] o

R12 =  -gjâ" > ß-12 =  Ö ,

Rl2,r =  O .

Les conditions (35) et (36) peuvent être réalisées toujours par un choix 
convenable des facteurs a* et t / 0 .
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L ’invariant /  est, dans ce cas:

/  =  v  O2)
et ses extrémales sont

x 2 =  const.

D ’autres part, les lignes tangentes à une famille de vecteurs qui se trans­
portent d ’après (1) sont données par:

x 1 =  a j (x  ; x )  x 1 

x 2 =  o ,

c’est à dire ces lignes sont des extrémales.
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