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Matematica. — FProprieta globali degli spazi analitici reali. Nota
di ALBERTO TogNoLI ), presentata ® dal Corrisp. C. MIRANDA.

SUMMARY. — Let X be a real analytic paracompact space (with nilpotent elements)
then X has a complexification X and there exists a fundamental system of neighbourhoods
of X in X that are Stein spaces.

It follows that the theorems A and B hold for every coherent sheaf of modules on an
analytic real space.

Let V” be a complex 7—dimensional manifold and ¢ : V” - V™ an antiinvolution, then
the set V' = {xe V™ |c (x) = x } is a real m-dimensional analytic man~ifold or the empty set.

From these results follow imbedding theorems of real analytic #—dimensional space in
Ré7Te

In the last part it is proved that any real analytic space (without nilpotent elements)
admits a (global) decomposition into irreducible components and a normalization.

La teoria degli spazi complessi ha avuto notevoli sviluppi negli ultimi
anni. Parecchi argomenti, ed in particolare lo studio delle varietd e degli
spazi di Stein possono dirsi sufficientemente sistemati.

H. Cartan, nel 1957, provo la validitd dei teoremi A e B per gli insiemi
analitici reali coerenti di R” e mise in luce alcune differenze sostanziali esistenti
fra gli spazi analitici reali e gli spazi complessi. Un successivo lavoro di
H. Grauert permette di generalizzare i risultati di H. Cartan al caso degli in-
siemi analitici reali coerenti di una varietd analitica reale.

Da circa un anno mi sto occupando dello studio degli spazi analitici reali
paracompatti, a priori non immersi in una varieta. I principali risultati che ho
ottenuto sono contenuti, con dettagliate dimostrazioni, in un lavoro di prossima
pubblicazione. Dard qui un breve sunto dei metodi usati e dei risultati ottenuti.

Per spazio analitico reale intenderemo uno spazio anulato localmente iso-
morfo ad un insieme analitico di R* @,

Con il termine R-spazio (X, Ox) indichiamo uno spazio X, con fascio
coerente di anelli locali Ox, che sia localmente isomorfo ad un insieme anali-
tico reale di R”, con eventuali elementi nilpotenti.

Tutti gli spazi di cui tratteremo sono separati e soddisfano al I assioma di
numerabilita.

Data una Varleta analitica reale X & possibile ([1]) costruire una sua
complessificata X @. Di pit X ha in X un sistema fondamentale di intorni
che sono varieta di Stein (vedi [3]).

(*) Alberto Tognoli. Lungarno Mediceo 14. Pisa.

(**) Nella seduta del 10 dicembre 1966.

(1) Ciot il corrispondente reale degli spazi complessi, senza elementi nilpotenti, nel
senso 'di Serre.

(2) Una varieta complessa X si dice complessificata di una sua sottovarietd reale chiusa
X se, per ogni x € X, esiste una carta g : U, — G di un intorno di x tale che p (UxNnX) =
=p(Ux)n R~
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Ho provato, pili in generale, il seguente
TEOREMA 1. — Sza (X', Ox) un R-spazio analitico, esiste allora wuna
complessificazione X di X tale che:

1) X ka in X un sistema fondamenmle di intorni che sono spazi di Sz‘em

ii) esiste un intorno aperto U i X . X ed un’ antiinvoluzione c : U -0
tale che X = {xeU |6 (x) = x} ed U ¢ uno spagio di Stein.

Dal teorema 1 si deduce agevolmente la validitd dei teoremi A e B per
gli R-spazi analitici. Si ha cioé

TEOREMA 2. — Sia (X, Ox) un R-spazio analitico, § un fascio coerente
di Ox moduli. St ha allora:

A) per ogni x € X I'Ox,, modulo §, é generato dall’ immagine dell’ appli-
cazione di restrizione H (X | &) - &, (ove Ox,,,F, sono le spighe di Ox , §
nel punto x);

B) per ogni ¢=>1 si ha H? (X, §) = {O}.

Dato un morfismo fra R-spazi ¢ : (X, OX)—> (Y, Oy) e due complessifi-
cati (X O3, (Y OY) esiste un intorno aperto U di X in X ed un morfismo

$: (U , Ox!ﬁ) — (Y , Og) che estende g.

Se consideriamo due tali estensioni esse coincidono su un intorno di X.
Associando ad ogni R-spazio il germe del complessificato si definisce
percio un funtore fra la categoria degli R-spazi e quella dei germi di C-spazi.
Se ci si restringe agli spazi analitici reali coerenti i legami fra ¢ e & sono
pilt stretti e l'applicazione ¢ pud servire a studiare ¢.
Si prova ad esempio la seguente
PROPOSIZIONE 1. — Siano X ,Y due spazi analitici reali coerenti ed
X, Y due complessificazions di X | Y.
Sia dato un omeomorfismo cmalzz‘zcof: X—=>Ye sz'a]?: U — ¥ wwesten-
stone olomorfa di f.
Condizione sufficiente affinché f~ U sia analitica ¢ che siano soddisfatte le
Seguenti ipotesi:
10 per ogm' x € X esiste un intorno U, 5 x in X tale che f Sta iniettiva
su U,;
20 Y & normale in tutti i punti di 'Y
E noto (vedi [4]) che ogni spazio di Stein di dimensione # si pud immer-
gere in C?*1. ]I teorema 1, ed altre considerazioni, ci permettono di provare il
TEOREMA 3. — Sia X uno spazio analitico reale coerente di dimensione n;
esiste allora un complessificato X di X ed un’antiinvoluzione o: X — X tale
che X sia il luogo dei punti fissi di 6. Esiste inoltre un’applicazione olomorfa
n: X - C*+2 tale che: _
i) m e iniettiva, propria, ed ha lo Jacobiano di rango massimo nei punti
regolari di X X;
i) 7 (X) = Ri7+2Ny (X) e o induce in v (X) P antitnvoluzione generata
dal coniugio in Cin+2,
In. generale il comp1e551ﬁcato di un R-spazio (X, Ox) ha dimensione
complessa maggiore della dimensione reale di X e quindi il teorema 3 non
si puo estendere banalmente al caso degli R-spazi.
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Vale perd il seguente
LEMMA 1. — Sia V" una varieta complessa di dimensione n e o : V" —\*
un’ antiinvoluzione. In queste ipotesi il luogo dei punti fissi di o & vuoto oppure
é una sottovarieta analitica reale di dimensione n di V™.
Il lemma 1 ci permette di provare il seguente generale teorema di
immersione:
TEOREMA 3 bis. — Sia (X ,0x) un R—spazio analitico di dimensione n.
Sta U un aperto di X, tale che:
o) la dimensione dello spazio tangente di Zariski ad un complessificato
(5( , Og) @7 (X, Ox), sia minore, od eguale, ad m < + oo, in ogni punto di U.
St ha allova:
7) esiste un’applicazione iniettiva, propria, analitica

@: X — Rint2,
ii) esiste un'applicazione iniettiva, propria, analitica
¢:X — R
tale che
$:U >4 U)

sia un isomorfismo di U in un insieme analitico § (U) di R29.

Se inoltre X ¢ coerente, sostituendo ad «) I'ipotesi che la dimensione dello
spazio tangente di Zariski ad X, sia minore od eguale ad m, per x € U, si otten-
gono ¢ risultati 1) ed ii).

In questa ipotesi si pud affermare inoltre che ¢ ey hanno lo Jacobiano di
rango massimo nei punti vegolari di X.

Se poi U = X esiste um’immersione propria

X X — R2#+2m

tale che y (X) sia un insieme analitico reale di R2"+27 ¢ y:X—(X) sia
un isomorfismo.

H. Cartan ha provato che, in generale, I'insieme dei punti singolari di
uno spazio analitico reale non & un insieme analitico, né si pud affermare
che sia contenuto in un insieme analitico di codimensione uno. Con alcuni
esempi egli prova anche che per gli spazi analitici reali non esiste una decom-
posizione in componenti irriducibili globali.

Per mezzo dei risultati esposti noi siamo in grado di provare:

a) se (X ,0Ox) ¢ un R-spazio analitico I'insieme dei punti singolari di
X & contenuto in un sottoinsieme analitico di codimensione almeno uno di X;

6) se X ¢ uno spazio analitico reale coerente 'insieme dei punti singo-
lari di X & un sottoinsieme analitico, di codimensione almeno uno, di X;

¢) se X & uno spazio analitico reale coerente esso si decompone in una
famiglia, al pit numerabile, di componenti irriducibili X = UNX,-. Di piu
ogni X, & un sottospazio analitico puramente dimensionale ziiriducibile di
X e due componenti X;, X; non hanno punti regolari in comune.
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Come nel caso complesso si da la nozione di spazio analitico reale normale.
Si prova che in uno spazio analitico reale, coerente, normale 'insieme dei
punti singolari ha codimensione almeno due. Per gli spazi normali si dinno
facili criteri di coerenza e si potrebbe sperare che ogni spazio analitico nor-
male sia coerente.

L’ipersuperficie di R* data dall’equazione

2+ ) —22wtwt=o0

da perd un esempio di uno spazio normale non coerente.

Se X & uno spazio analitico reale coerente si pud costruire, come nel caso
complesso, il normalizzato di X. .

Pitt precisamente si ha il

TEOREMA 4 - Sm X wuno spazio cmalzz‘zco reale coerente, X un suo com-

plessificato e T : X —X, la normalzzzazzone di X.
Detto X = n—1 (X) sz ha:

A
1) X & uno spazio analitico reale, localmente irriducibile, ed X é un suo
complessificato;

A
i) X & normale ¢ coerente;
Un normalizzato si puod costruire anche per gli R-spazio analitici, tale
costruzione pero in generale non ¢& unica.
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