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Matematica. — Proprietà globali degli spazi analitici reali. Note  
di A l b e r t o  T o g n o l i  (#), presentata (* (**)#) dal Corrisp. C. M i r a n d a .

SUMMARY. —  Let X be a real analytic paracompact space (with nilpotent elements) 
then X has a complexification X and there exists a fundamental system of neighbourhoods 
of X in X that are Stein spaces.

It follows that the theorems A and B hold for every coherent sheaf of modules on an 
analytic real space.

Let Vm be a complex m-dimensional manifold and a : Vm -> an antiinvolution, then 
the set V' =  { x e V m | a (x) =  x } is a real ^-dimensional analytic manifold or the empty set.

From these results follow imbedding theorems of real analytic ^-dimensional space in
p4« + 2

In , the last part it is proved that any real analytic space (without nilpotent elements) 
admits a (global) decomposition into irreducible components and a normalization.

L a teoria degli spazi complessi ha avuto notevoli sviluppi negli ultim i 
anni. Parecchi argom enti, ed in particolare lo studio delle varietà e degli 
spazi di Stein possono dirsi sufficientemente sistem ati.

H . C artan , nel 1957, provò la validità dei teorem i A  e B per gli insiemi 
analitici reali coerenti di Kn e mise in luce alcune differenze sostanziali esistenti 
fra gli spazi analitici reali e gli spazi complessi. U n  successivo lavoro di 
H. G rauert perm ette di generalizzare i risu ltati di H . C artan  al caso degli in ­
siemi analitici reali coerenti di una varietà analitica reale.

D a circa un anno mi sto occupando dello studio degli spazi analitici reali 
paracom patti, a priori non immersi in una varietà. I principali risu ltati che ho 
ottenuto sono contenuti, con dettagliate dim ostrazioni, in un  lavoro di prossim a 
pubblicazione. D arò qui un breve sunto dei metodi usati e dei risu ltati o ttenuti.

Per spazio analitico reale intenderem o uno spazio anulato localm ente iso­
morfo ad un insieme analitico di Kn fù.

Con il term ine R -spazio  (X , Ox) indichiam o uno spazio X, con fascio 
coerente di anelli locali O x , che sia localm ente isomorfo ad un  insieme anali­
tico reale di R w, con eventuali elementi nilpotenti.

T u tti gli spazi di cui tratterem o sono separati e soddisfano al II assioma di 
num erabilità .

D a ta  una varietà analitica reale X è possibile ([1]) costruire una sua 
complessifìcata X <2h Di più X ha in X un sistem a fondam entale di intorni 
che sono varietà di Stein (vedi [3]).

(*) Alberto Tognoli. Lungarno Mediceo 14. Pisa.
(**) Nella seduta del io dicembre 1966.
(1) Cioè il corrispondente reale degli spazi complessi, senza elementi nilpotenti, nel 

senso1 di Serre.
(2) Una varietà complessa X si dice complessifìcata di una sua sottovarietà reale chiusa 

X se, per ogni r e X ,  esiste una carta p : U* O  di un intorno di x tale che p (U *nX ) =
==p(U*)nR*
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Ho provato, più in generale, il seguente
T e o r e m a  i .  -  Sia  (X , Ox) un R - spazio analitico, esiste allora una 

complessificazione X di X tale che:
i) X ha in X un sistema fondamentale d i intorni che sono spazi di Stein.
ii) esiste un intorno aperto U  di X in X ed uricmtiinvoluzione a : Ù  Ù  

tale che X =  {x € U  | cr (x) =  x) ed U  è uno spazio d i Stein.
D al teorem a 1 si deduce agevolm ente la validità dei teorem i A e B per 

gli R -spaz i analitici. Si ha cioè
T e o r e m a  2. — Sta  (X , Ox) un R —spazio analitico, et un fascio coerente 

di Ox moduli. S i  ha allora:
A) per ogni x  e X  l ’Ox,* modulo $x è generato dalVimmagine dell'appli­

cazione di restrizione H° (X , $) -> $x (ove Ox,x , $x sono le spighe di O x , & 
nel punto x);

B) per ogni q >  1 si ha (X , et) =  {O} .
D ato un morfismo fra R -spazi 9 : (X , O x)-> '(Y ', Oy) e due complessifi- 

cati (X , O j)  , (Y , O^) esiste un  intorno aperto U  di X in X ed un morfismo
9 : (U , 0 ^| ) -> (Y , 0 $) che estende (p.

u
Se consideriam o due tali estensioni esse coincidono su un intorno di X.
Associando ad ogni R -spazio  il germ e del complessificato si definisce 

perciò un funtore fra la categoria degli R -spazi e quella dei germ i di C -spazi.
Se ci si restringe agli spazi analitici reali coerenti i legami fra 9 e 9 sono 

più stretti e l ’applicazione 9 può servire a studiare 9.
Si prova ad esempio la seguente
P r o p o s iz io n e  1. — Siano X , Y due spazi analitici reali coerenti ed 

X , Y due complessificazioni d i X , Y.
Sia  dato un omeomorfismo analitico f  : X -> Y e sia f  : JJ -> Y un'esten­

sione olomorfa d i f .
Condizione sufficiente affinchè f ~ l sia analitica è che siano soddisfatte le 

seguenti ipotesi:
i ° per ogni x  e X esiste un intorno U x 3 x  in X tale che f  sia iniettiva

su U*; <s>
2° Y è normale in tu tti i pun ti d i Y .

E noto (vedi [4]) che ogni spazio di Stein di dimensione n si può im m er­
gere in C2n+1. Il teorem a 1, ed altre considerazioni, ci perm ettono di p rovare il

TEOREMA 3. — Sia  X uno spazio analitico reale coerente d i dimensione n\ 
esiste allora un complessificato X di X ed un antiinvoluzione a : X X tale 
che X sia il  luogo dei punti fissi d i g. Esiste inoltre un'applicazione olomorfa 
v): X -> C4w+2 tale che:

i) *1 è iniettiva , propria , ed ha lo facobiano di rango massimo nei pun ti 
regolari di X;

ii) 7] (X) =  R 4”+2Dy](X) 'e g induce in 7] (X) Vantiinvoluzione generata 
dal coniugio in C4^+2.

In  generale il complessificato di un  R -spazio  (X , Ox) ha dimensione 
complessa m aggiore della dim ensione reale di X e quindi il teorem a 3 non 
si può estendere banalm ente al caso degli R -spazi.
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Vale però il seguente
LEMMA i. — Sia  una varietà complessa di dimensione n e g  : Y n -> V n 

uriantiinvoluzione. In  queste ipotesi il luogo dei pun ti fiss i di g  è vuoto oppure 
è una sottovarietà analitica reale d i dimensione n d i N n.

Il lem m a 1 ci perm ette di provare il seguente generale teorem a di 
immersione:

TEOREMA 3 bis. — Sta  (X , Ox) un R—spazio analitico d i dimensione n. 
Sia  U  un aperto di X, tale che:

oc) la dimensione dello spazio tangente di Zariski ad un complessificato 
(X , Og) di (X , Ox), sia minore, od eguale, ad m  <  -f- 00, in ogni punto di U. 

S i  ha allora:
i) esiste un*applicazione iniettiva, propria, analitica

9 : X -> R ^+2 ;

ii) esiste uri applicazione iniettiva, propria, analitica

4  : X -> R 2?

tale che

sia un isomorfismo d i U  in un insieme analitico 4  (U) di R 2L
Se inoltre X è coerente, sostituendo ad oc) Vipotesi che la dimensione dello 

spazio tangente di Zariski ad  X^ sia minore od eguale ad m, per x  E U, si otten­
gono i risultati i) ed ii).

In  questa ipotesi si può affermare inoltre che 9 e 4* hanno lo Jacobiano di 
rango massimo nei pun ti regolari d i X.

Se poi U  =  X  esiste um'immersione propria

^ ; X —> R2^ + 2m

tale che x (X) sia un insieme analitico reale di R%n+2m e ^ : X ->  (X) sia 
un isomorfismo.

H. C artan  ha provato  che, in generale, Tinsieme dei punti singolari di 
uno spazio analitico reale non è un insieme analitico, né si può afferm are 
che sia contenuto in un  insieme analitico di codimensione uno. Con alcuni 
esempi egli p rova anche che per gli spazi analitici reali non esiste una decom ­
posizione in com ponenti irriducibili globali.

Per mezzo dei risultati- esposti noi siamo in grado di provare:
d) se (X , Ox) è un R -spazio  analitico l’insieme dei punti singolari di 

X è contenuto in un sottoinsieme analitico di codimensione almeno uno di X;
^) se X è uno spazio analitico reale coerente l’insieme dei punti singo­

lari di X è un  sottoinsiem e analitico, di codimensione almeno uno, di X;
c) se X è uno spazio analitico reale coerente esso si decom pone in una

famiglia, -al più num erabile, di componenti irriducibili X =  U X, . Di più
*e N

ogni X 2- è un  sottospazio analitico puram ente dim ensionale irriducibile di 
X e due com ponenti X z- , Xy non hanno punti regolari in comune.
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Come nel caso complesso si dà  la nozione di spazio analitico reale norm ale. 
Si prova che in uno spazio analitico reale, coerente, norm ale l ’insieme dei 
punti singolari ha codimensione almeno due. Per gli spazi norm ali si danno 
facili criteri di coerenza e si potrebbe sperare che ogni spazio analitico nor­
m ale sia coerente.

L ’ipersuperficie di R 4 da ta  da ll’equazione

z (x2 -f- y 2) ■— x 2 w2 +  w2 =  o

dà però un esempio di uno spazio norm ale non coerente.
Se X e uno spazio analitico reale coerente si può costruire, come nel caso 

complesso, il norm alizzato di X.
Più precisam ente si ha  il
TEOREMA 4 . -  Sia  X uno spazio analitico reale coerente, X un suo com-A ^

plessificato e n : X -> X, la normalizzazione d i X.

Detto X =  tu~ 1 (X) si ha:
A £

i) X è uno spazio analitico reale, localmente irriducibile, ed X è un suo 
complessificato;

A
ii) X è normale e coerente;

U n  norm alizzato si può costruire anche per gli R -spazio  analitici, tale 
costruzione però in generale non è unica.
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