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Geodesia. — Note sulla proiezione stereografica polare delVellis- 
soide terrestre. Nota di G iovanna T o g lia t t i ,  presentata0  dal Socio 
L. S o la in i.

Summary. — The equations of a stereographical representation of the ellipsoid on a 
plane, tangent to it in one of its poles, are sought, through a projection from the opposite pole. 
The equations of such a m ap in finite terms, come out to be very simple and easy to compute. 
Then, a comparison is m ade with the usual conformal stereographical projection, and the 
conclusion is reached th a t the linear deform ations are equal in the two types of representa­
tion. Finally, the angular deform ations of the polar projection are com puted which, for high 
latitudes, are alm ost neglegible.

Come è noto, si intende per proiezione stereografica polare della sfera 
su di un piano una rappresentazione in cui i punti di un emisfero vengono 

•proiettati su di un piano tangente ad esso nel polo dal polo opposto. Le 
equazioni in coordinate polari di tale carta sono:

(1) p =  2 r t g ~  (P =  colatitudine)

(2) X' =  X.

L a proiezione è conforme ed il suo m odulo di deform azione lineare si 
può esprim ere come [1 ] :

(3) m =  1 -|- tg* B/2.

Q uando invece si presenta il problem a di ricercare una analoga rap p re­
sentazione dell’ellissoide sul piano da utilizzarsi per le alte latitudini, si ricorre 
di solito [1] ad una proiezione in cui il m eridiano origine venga sviluppato 
sulla carta secondo la stessa legge (1), dopo aver sostituito l’ellissoide con la 
sfera locale. Si im pone quindi la condizione che la proiezione risulti conforme 
e da queste premessse si ricavano m ediante sviluppi in serie le formule di 
passaggio dalle coordinate geografiche a quelle piane.

Lo scopo della presente N ota è quello di ricavare in term ini finiti le equa­
zioni di una rappresentazione stereografica polare la quale ovviam ente non 
sarà più conforme, di valutare la deform azione angolare alle alte latitudini 
e di confrontare il suo m odulo di deform azione lineare con quello della proie­
zione stereografica conforme. Infatti, qualora la deform azione angolare in tro­
dotta fosse trascurabile, potrebbe essere conveniente utilizzare una rappresen­
tazione cartografica le cui equazioni risultano sicuram ente più semplici di 
quelle* ricavate in [1] im ponendo la condizione di conform ità.

(*) Nella seduta del 12 novem bre 1966.
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Per semplificare i calcoli si sono utilizzate le equazioni dell’ellissoide di 
rotazione in cui com paiono come param etri l’anom alia eccentrica a e la lon­
gitudine X. Le coordinate cartesiane, riferite ad una terna d ’assi ortogonali 
con origine nel centro dell’ellissoide sono, come noto:

(4) x  — a cos oc cos X y  =  a cos oc sen X z  =  c sen oc

da cui

(5) E =  a2 (1 —  e2 cos2 a) F  =  o G =  a2 cos2 a

(6) ds2 =  ciP (1 —  é?2- cos2 a) c/oc2 -f- a2 cos2 oc<̂X2.

Im ponendo ora la condizione di allineam ento fra il polo O ( o , o , —  c) 
un punto P ( x y z )  dell’ellissoide ed il suo omologo sulla carta P ' ( x ' y ' c )  si 
possono ricavare le equazioni della carta:

(7) P = 2 a cos a 
1 -j- sen oc

l’elemento lineare su di essa:

X' =  X;

(8) ds ' 2 =  dp2 +  p2 dì? =  (dei? +  cos2 a^X2)

e l’angolo 0', proiezione di 0, form ato col raggio vettore da una linea L ' 
proiezione di L:

tVa ^ dX ( a f i — e2 cos2 cc \ 1 +  sen oc _  A t / -------- 5( 9)  tg e  ~ p  —  - 9 y ± t g %— — J -  _ 2 a  = T ( g 0 | / i  — ^ c o s 2 < x .

Per passare ora dall’anom alia eccentrica oc alla latitudine 9 si può ricor­
dare che, in un punto dell’ellissoide, le equazioni della tangente e della nor­
m ale principale al m eridiano sono rispettivam ente

(10) dy =  ~~^CQS(*
 ̂ J dx a sen oc

/ TT\ . , dx a( i l )  tgq> — =  —  tg  ex.

dà cui, indicando come al solito W 2 =  1 — e2 sen2 9:

cos 9(12) sen oc f i  — e2 sen 9 cos a da
dcpW  —  W

Le equazioni polari della carta divengono pertanto:

f i — e2 
W2

(13)

cos 9 
W  -f- f  1 — e2 sen 9

Ponendjo inoltre V2 = W 2/(i — e2) ed introducendo il valore della g ran ­
norm ale N la .p rim a delle (13) diventa:

( 14)
2 a cos 9 __ 2 N cos 9
W  1 4- sen 9/V 1 -|- sen 9/V
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Le equazioni cartesiane in term ini finiti della rappresentazione stereo- 
grafica polare saranno quindi:

, , 2 N cos 9 cos XV x  —
Os)

/  =

I -f- sen 9/V 

2 N cos 9 sen X
1 -f- sen 9/V  ’

espressioni molto semplici e di facile calcolo dato che i valori che vi compaiono 
sono tabu lati per tu tti i valori delle latitudini.

Per valutare la deform azione angolare basta sostituire le espressioni (12) 
anche nella (9)

(16) = 1 /1  
tgQ V

2 COŜ p_
W 2 w e2 cos2 9 -f- ■

Ponendo 0' =  0 +  8 ed arrestando lo sviluppo in serie dopo i prim i 
due term ini si ha:

0 7 )

(18)

tgV
tg§ I + sen 0 cos 0 — i --------e1 co s2 92 T

8 = é2 cos2 9 sen 0 cos 0 = -----— e2 cos2 9 sen 2 0.

Il m assim o dell’espressione (18) si ha per 0 =  450. In  tal caso, e per 
valori di 9 =  85° , 8o° ,75° e 70° rispettivam ente, si ottiene:

(1 9 )

000II9-

vbofII
^0

8o ° i o , s "

7 5 ° 2 3 ,2 "

7 0 ° 4 0 , 5 "

R isulta quindi che per le alte latitudini, la deform azione angolare causata 
dalla proiezione polare non ha sensibile influenza.

L a espressione del modulo di deformazione lineare nella proiezione con­
siderata si deduce riprendendo la (6) e la (8); si ottiene:

(20) 1 +  sen oc
è2 cos2 a  dee2

dot2 +  cos2 a /̂X2
- 1/2

e, sostituendo 9 ad a, m ediante le (12), si ricava:

(2 0  a )

1 + Vi — eà sen 9
W

I +
(1 —£ W 4

- f — — 2 cos2 9

1/2

Per i calcoli num erici, si può utilizzare una espressione approssim ata 
della (20 a), o ttenu ta sviluppando in serie la radice q uadrata  e arrestando 
lo sviluppo al prim o term ine. Si ha:

(21)
1 +

sen 9 
V

1 +
e2 cos2 9 d<$2

2 W 4
(1 — e2) d($fi -j----------   cos2 9 d \ 2
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Ovviam ente, dato che la rappresentazione non è conforme, m  dipende 
dal rapporto  d<$\d\. Si può calcolarne i valori m inim i e m assim i ponendo 
successivam ente d(p =  o d \  =  o, ossia lungo i cerchi proiezioni dei p ara l­
leli o lungo le rette proiezioni dei m eridiani. Si ha rispettivam ente

(22)

(23)

9 =  cost. 

X =  cost.

2
1 +  sen <p/V

2
1 +  sen <p/V

"e2 cos2 cp 
W 2 =  m cp [1 + A].

Per le 4 latitudini precedentem ente usate si sono calcolati m^ ed A. I 
valori di A  sono m olto piccoli, come si poteva prevedere dato che la rap p re ­
sentazione si discosta molto poco da quella conforme.

A scopo di confronto si sono anche valutati i corrispondenti valori di m  
nella proiezione stereografica conforme la cui espressione generale, arrestata 
ai prim i term ini è data  da:

(24) m  =  1 + 4 ( 1 — ̂ 0 +  0̂) ('Po- ' CP)2 +  p  c°s2(P0(i +  v)2)X2 •

In  questo caso, siccome la deform azione è calcolata a partire dal polo 
si ha v]0 =  e '2 cos2 90 =  o e la (24) si riduce a m  — 1 +  — [32

8 5 ° m ,q - -  1 , 0 0 1 9 A  —  0 m  =  1 , 0 0 1 9

8 o ° 1 ,0 0 7 7 I ' IO- 4 1 , 0 0 7 6

7 5 ° 1 , 0 1 7 4 2 - IO- 4 1 ,0 1 7 1

7 0 ° 1 ,0 3 1 3 4 - i o - 4 1 ,0 3 0 5

Si può notare dalle (25) che le deform azioni lineari causate dalle due 
proiezioni stereografiche, conforme e polare, sono uguali. Q uest’u ltim a come 
si è visto, è, per le alte latitud in i poco discosta da una proiezione conforme 
e p resen ta in com penso il notevole vantaggio di poter essere espressa con 
form ule finite e di g rande sem plicità.

B i b l i o g r a f i a .

[1] Jordan-E ggert-K neissl, Handbuch der Vermessungskunde, Band IV.


