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Meccanica. — Osservatore ruotante rispetto ad un osservatore 
inerziale in R elatività ^ .  Nota di Carlo V en in i, presentata ((*) **} dal 
Socio B. F in zi.

SUMMARY. — The behaviour of an observer in rotatory motion, with respect to an 
inertial observer, is studied under special Relativity.

It is found that the angular velocity depends on the distance from the rotation axis, 
contrary to the classic case.

The most general space-time transformations between the considered observers are 
established.

Scopo della presente N ota è lo studio del com portam ento, nello spazio
tem po pseudoeuclideo della R elatività ristretta, di un  osservatore O ' in moto 
rotatorio  rispetto ad un osservatore inerziale O. Il riferim ento corrispondente 
ad O ' viene essenzialm ente individuato dalla condizione che un generico 
punto con esso solidale descriva rispetto al riferim ento inerziale, il cui spazio 
geometrico è euclideo, una circonferenza con centro sull’asse di rotazione 
e posta in un piano norm ale all’asse stesso.

Considero dapprim a il caso in cui l’osservatore O ' ruo ta uniform em ente 
ed estendo successivam ente la ricerca ad un osservatore in m oto rotatorio 
generico. R iteniam o per ora O ' in moto uniform e.

Detto r il raggio della circonferenza, m isurato da O, in C inem atica 
classica la velocità v rispetto ad O del generico punto solidale con O ' risulta 
notoriam ente uguale ad cor, dove co, conform em ente al carattere di unifor
m ità del moto, non dipende né dal posto né dal tem po e si identifica con la 
velocità angolare dell’osservatore O '.

L a circostanza che la velocità di un punto rispetto ad un riferim ento 
inerziale non possa superare in R elatività la velocità c della luce nel vuoto 
rispetto al medesimo riferim ento [1] impone che in C inem atica relativistica v 
non risulti proporzionale ad r. R iguardo allora, nel moto uniform e, v come 
prodotto fra una funzione co (r) ed r, interpretando co (r) come velocità ango
lare relativistica di O ' rispetto ad O. L a funzione co (r) deve innanzitutto  
soddisfare alla relazione co (r) r  <  c per qualunque valore finito della coor
dinata  raggio r; per la na tu ra  del problem a occorre inoltre che co sia tale che 
la velocità cor, nulla sull’asse, venga rappresenta ta  da una funzione crescente 
di r  e tenda a c al tendere di r  a ll’infinito; tra ttando  infine c come un infinito, 
co deve ridursi ad una costante, come in M eccanica classica.

Al fine di pervenire ad una funzione che soddisfa ai precedenti requisiti 
bisogpa stabilire una proprietà riguardante l’osservatore O ', che ritengo 
solidale con un  continuo che si deforma, un flu ido .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
. (**) Nella seduta del 12 novembre 1966.
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Prem etto che in M eccanica classica il riferim ento uniform em ente ruotante 
può considerarsi solidale con un  fluido il cui vettore vortice u == 1/2 ro t v 
dello spazio tridim ensionale si identifica con il vettore costante co, diretto 
come l’asse di rotazione. Anzi, supponendo a priori co funzione di r  ed 
im ponendo ad u  di uguagliare una assegnata costante co0 , si trae una equazione 
differenziale alla quale, se si vuole che la velocità si annulli sull’asse, si sod
disfa con l’integrale particolare co =  co0 .

In  R elativ ità il precedente vettore spaziale viene sostituito dal vettore 
vortice dello spazio-tem po quadridim ensionale, di componente controvariante:

(*) =  [2] j

dove Xp rappresenta la generica com ponente covariante del vettore velocità 
relativistica (di norm a unitaria) (1).

N ella presente N ota introduco appunto  il vettore vortice (a), associandolo 
al m oto di O '. Seguendo il m edesimo procedim ento della M eccanica classica, 
ossia im ponendo a tale vettore di essere costante, pervengo ad una equa
zione differenziale del prim o ordine la quale è soddisfatta da una velocità 
angolare funzione della sola r  e do tata di tu tte  le necessarie proprietà. Nel 
moto rotatorio  uniform e relativistico risulta così costante non il vettore velo
cità angolare dello spazio geometrico, m a il vettore vortice dello spazio
tempo.

L a precedente equazione coincide con quella che ha ottenuto H ill [3] 
per lo stesso problem a, m a im ponendo condizioni del tu tto  diverse; questo 
problem a è stato pure affrontato da Rosen [4] e Takeno [5], i quali sono 
pervenuti a funzioni co (r) differenti da quella dedotta in questa Nota.

T u tti gli altri A utori [6] che a m ia conoscenza si sono occupati dell’argo
m ento hanno ritenuto  valide le ordinarie formule di trasform azione della 
M eccanica classica fra O ed O ', ritenendo costante co. M a questo è accettabile 
soltanto in yia approssim ata, perché im plica per O ' l’esistenza di un orizzonte 
spaziale, che gli perm ette di giudicare solo una parte degli eventi descritti 
da O, ossia quegli eventi che si verificano ad una distanza dall’asse di ro ta 
zione, m isurata da O, non superiore a /̂co.

Stabilisco poi le più generali formule di trasform azione che caratteriz
zano, in R elativ ità ristretta, il passaggio da un riferim ento inerziale ad un 
riferim ento uniform em ente ruotante rispetto al primo.

Estendo successivam ente la presente ricerca ad un  osservatore in moto 
rotatorio  generico rispetto ad un osservatore inerziale, ritenendo co funzione 
anche del tem po, m isurato da O con orologi normali. U guagliando il vettore 
vortice non ad una costante, m a ad una assegnata funzione del solo tem po

(1) Nella (a) la barra è simbolo di derivazione tensoriale, sa Ŷ& è la generica compo
nente controvariante del tensore quadruplo di Ricci; a causa della emisimmetria di quest’ul
timo rispetto ad ogni coppia di indici la barra può essere sostituita dalla virgola, simbolo 
di derivazione parziale. Si sottintende, qui ed in seguito, il simbolo di sommatoria rispetto 
agli indici di covarianza (in basso) e di controvarianza (in alto) che si saturano.
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(dipendente dal m oto che si considera) pervengo ad una equazione differen
ziale alle derivate parziali del prim o ordine, la quale è soddisfatta da una 
velocita angolare co ( r , f) che, in ogni istante, gode delle medesime proprietà 
possedute dalla velocità angolare nel moto rotatorio uniforme.

D eterm ino infine le più generali formule di trasform azione relativistiche 
che individuano il passaggio da un osservatore inerziale ad un secondo 
osservatore in m oto rotatorio  generico rispetto al primo.

1. I m p o s ta z io n e  d e l  p r o b le m a . -  È  ben noto che la m etrica dello 
spazio-tem po pseudoeuclideo riferita ad un osservatore inerziale O è indi
v iduata dalla form a pseudopitagorica:

(1) ds2 =  c2d t2 —  (dx\ +  dx\ +  dx2) ,

se O si avvale di coordinate cartesiane ortogonali x± , X2 , X3 per individuare 
la posizione di un punto  del proprio spazio geometrico euclideo e di orologi 
norm ali locali e solidali con esso per m isurare il tem po t . Introduciam o nel 
piano x i  , *2 un sistem a di coordinate polari r  , 0 con il polo nell’origine degli 
assi cartesiani; la (1) diviene allora:

(2) ds2 =  c2 d t2 —  (dr2 -f- r 2 dd2 -f- dx2) .

Supponendo per ora O ' in moto rotatorio uniform e rispetto  ad O, defi
niam o il riferim ento uniform em ente ruotante m ediante la condizione che per 
un generico punto con esso solidale sia:

/t\ ddX1) r  =  cost. ; =  cost. ; x 3 =  cost.,

dove w rappresenta la velocità angolare del punto considerato. Tale punto 
si m uove di m oto uniform e rispetto  al riferim ento inerziale, descrivendo una 
circonferenza con velocità:

(3) v  =  wr ,

essendo r  il raggio della circonferenza stessa, il cui centro è posto sull’asse 
di rotazione x 3 .

A  priori possiamo afferm are che, dovendo essere v <  c, la velocità ango
lare co non può essere la m edesim a per tu tti i punti solidali con il riferim ento 
ruotante; riteniam ola allora una funzione di r  (e non del tempo, per il carat- 
teré di uniform ità del moto) tale che la disuguaglianza:

(4) cù ( r ) r  <  c

risulti soddisfatta per qualunque valore finito di r.
Per la n a tu ra  del problem a co deve poi essere tale che v ì fornita dalla (3), 

sia una funzione crescente della d istanza r  dall’asse e tenda a c al tendere 
di r  all’infinito; inoltre, tra ttan d o  c come un infinito, è necessario che co si 
riduca ad una costante, come avviene in M eccanica classica.
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Posto co (o) .=  co0 , dalla (3) segue: v =  co0 r  -f~ • • •.
In  un  intorno dell’asse di rotazione la velocità deve così risultare propor

zionale alla d istanza dall’asse stesso, come in M eccanica classica per qua
lunque valore di r, m entre per elevati valori di r  ciò non deve accadere.

2. D e t e r m in a z io n e  d e l l a  v e l o c i t à  a n g o l a r e .  -  Associamo al moto 
dell’osservatore uniform em ente ruo tan te il vettore spazio-tem porale:

(5) =

detto vettore vortice, o vettore spin  [2], essendo Ae == .

Nel sistem a di riferim ento dello spazio-tem po pseudoeuclideo che dà 
alla m etrica la form a pseudopitagorica (1) le componenti del vettore velocità 
relativistica XQ risultano le seguenti, tenendo conto della (3):

Vi CÙX2

I /  co2 r 2 
/ 1 “  rz

X2 =  — X2 = V2

co 2r2 
c2

lùXi
1 /  co2 r 2

e V 1— * -

essendo: r2 =  (.x±)2 +  (x2)2 ed x 0 ~  et.
Si constata im m ediatam ente, in base alle (II), che l’unica componente 

non nulla del vettore vortice (5) è:

(6 ) Q 3 _  _  [x0 (Xi,2 —  X2, i )  +  ÀL (X2,o ■—  X0>2) +  X2 (X0si  —  ^1,0)] •

L a (6), per le (II), dopo alcuni calcoli assume la forma:

(7) Q? = 2 co -{- ù>r 
co 2r 2

dove il punto  sovrapposto è simbolo di derivazione ordinaria.
Facendo uso del sistema di riferim ento (1) si constata che il vettore Qa 

è orientato nello spazio, poiché la sua norm a risulta negativa, e precisam ente 
uguale a — (£ì3)2. Per il carattere di uniform ità del moto, im poniamo a tale 
norm a, che rappresenta un invariante, di essere costante; Hi questa proprietà 
deve godere anche O3. In trodo tta  una costante positiva o)0 , avente le dim en
sioni di una velocità angolare, poniam o allora:
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In  base alia (3), la (9) si trasform a nella seguente equazione differenziale 
di Riccati:

/ T \ , V 2C0n 0(IO) f/ =  2ù>0 — — ----- V2

nella funzione incognita v (f).
Im ponendo la condizione che la velocità si annulli per r  =  o, si soddisfa 

alla (io ) assumendo:

0 0 v ( f)
Ji

■— ic —  
Jo

2 l ( ò 0------ rc
\ [3] [7].

Nella (11) i  rappresenta l’un ità im m aginaria, J0 , Ji le funzioni di Bessel 
di ordine o ed 1 rispettivam ente, essendo la generica

(12) _ xm ^  (---l)nX2‘n
=  o n 22n n\ ( m +  n)l

notoriam ente convergente in corrispondenza a qualunque valore di x.
Per cù0r/c sufficientemente piccolo la (i i), tenendo conto della (12), assume 

la forma:

(13) V =  (ù0r

m entre per co0r/c sufficientemente elevato si ha:

(14) v =  c i c  1
4 32

c
ÌÙqT l’ H------1 ■

In base alla (14), la velocità tende a c al tendere di r  alPinfinito; per la (13) 
si riduce ad co0r  in un intorno del primo ordine dell’asse, ossia è crescente 
in tale intorno.

Ci proponiam o di dim ostrare che v gode di quest’ultim a proprietà per 
ogni valore finito di r. Infatti, se così non fosse, la derivata prim a v, funzione 
continua a causa della (io ) e della ( n )  e positiva nel precedente intorno, 
dovrebbe annullarsi in corrispondenza ad un  valore R di r, essendo v >  o 
per r <  R. M a dalla (io ) segue:

sarebbe quindi v (R) — — >  o. Per r  — R  la funzione v (r) dovrebbe 
allora am m ettere un m inimo, il che è impossibile poiché risulta crescente 
per r  <  R. Sem pre per la (13), possiamo afferm are che, tra ttando  c come un 
infinito, risu lta v =  co0r ;  in base alla (3), la velocità angolare co risulta in tal 
caso costante, come avviene in M eccanica classica, e si identifica con co0.

L a funzione co (r) — , con v fornita dalla (11), soddisfa così a tu tte
le condizioni imposte nel precedente paragrafo.
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3. L e f o r m u le  d i  t r a s f o r m a z i o n e  s p a z io - t e m p o r a l i  f r a  g l i  o s s e r 
v a t o r i  O ED O '. -  Dalle (I) segue che per un punto solidale con il riferim ento 
uniform em ente ruotante risulta:

(III) r  =  cost ; 0 —  iùt =  cost ; x% =  cost .

D ’altra  parte, indicando con E,', rj ' , (p' ,  t f le generiche coordinate spazio
tem porali delle quali si serve l’osservatore O ', tale punto possiede costanti 
anche le coordinate spaziali Le formule di trasform azione, nello
spazio-tem po pseudoeuclideo, fra le particolari coordinate r  , 0 , , t  di O
e quelle generiche di O ' sono allora le seguenti:

I /  =  G (£', V> <P'> ?) ; r  = / ( £ ' ,  7)'> <p') ; x s =  H (£', 7)', <p') ;
 ̂ f  j 0 =  <0 [ /  <g, 7)', 9 ') ]  G  ( V  V , O  +  F  (S', V , ? ')  ,

dove G , / ,  H,  F rappresentano funzioni a priori arbitrarie dei loro argomenti, 
purché il determ inante funzionale associato alle (IV) sia diverso da zero. 
Inoltre r\ ', <p', t' debbono costituire coordinate ammissibili, tali cioè che
la com ponente g'00 del tensore fondam entale g'ap non sia negativa e che 
risulti definita negativa la form a differenziale quadratica o ttenuta dalla m e
trica di O' con la posizione dt1 =  o [8].

Osserviam o che la condizione g'm >  o è soddisfatta qualunque siano le 
funzioni che intervengono ai secondi m em bri delle (IV). Si ha infatti, per 
le (IV) stesse:

<^00 =
Q>2 ( / ) / 2

ossia, per la (3) e la seconda delle (IV), g m >  o in corrispondenza ad ogni 
valore finito di r  e g'm -> o per r  -> 00.

Consideriam o le formule di trasform azione:

(V) tf=  T' ; r =  r f ; 0 =  co (r') T # +  0' ; x3 =  x's-

Osserviam o che le (V) sono le analoghe di quelle della ordinaria M eccanica 
classica, dalle quali differiscono soltanto per là variabilità della velocità ango- 
lafe secondo la (9) ed alle quali si riducono facendo tendere c all’infinito. 
Si constata facilm ente che le coordinate T ' , r ’ , 0' ,  X3 sono ammissibili; 
le (V) costituiscono le più semplici trasform azioni ammissibili fra O ed O '.

4. E s t e n s i o n e  a l  m o to  r o t a t o r i o  g e n e r ic o .  -  Supponiam o ora O ' 
in m oto ro tatorio  non uniform e rispetto ad O. Ritenendo a priori la velocità 
angolare funzione anche del tem po t  introduciam o ancora, nello spazio—tempo, 
il vettore vortice definito dalla (5). Nel sistema di riferim ento (1), l’unica 
com ponente non nulla di tale vettore è Q3 ; dopo qualche calcolo, si trae:

3où
2 co +  - ^ — r  dr

Ci 5) Q3 fi i-2
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Im poniam o che Q3 uguagli una assegnata funzione Q0 (£)/<: del tem po, dipen
dente dal m oto che si considera. A d esempio, se si ritiene O ' in m oto rotatorio 
uniform em ente accelerato, Qo sarà una funzione lineare. Tenendo presente 
la (3) si perviene alla seguente equazione differenziale:

(16) cv
dr 2 f io ---

v
r

2 v2,.

L a (16) gode della proprie tà  di essere form alm ente identica alla (io); ne 
rappresenta una estensione per il fatto  che v , derivata  prim a di v funzione 
della sola r, viene sostitu ita dalla dvjdr, m entre Do (t) sostituisce la costante co0. 
Im ponendo che v si annulli sull’asse, si soddisfa alla ( 16) assumendo:

Jl
‘ 2 i f2o (t) r

c

Jo
2 iQo (t) r  '

c

L a velocità così o ttenuta cresce, in qualsiasi istante, con la distanza dall’asse 
e all’ infinito si approssim a alla velocità c della luce. T ra ttando  infine c 
come un infinito, risulta v =  £Ìo (f )r,  ossia <0 =  Qo 00 > c° me in M eccanica 
classica.

• SsIndicando con z ( r , t )  una funzione tale che —  = c ù(r , t ) ,  le più gene

rali formule di trasform azione che individuano il passaggio da O ad O ' 
risultano le seguenti:

(VI) | t  =  G *'> ^ ; r = / 1£'> V. ?0 ; ^ 3  =  H (?', 7)', 9') ;
; i 6 =  e [ /  7)', 9 ') , G (S,', 7)', 9 ', O] +  F il', 7)', 9').

Si constata facilmente che le particolari coordinate T ',  r ',  0' , tali che:

(V II) t  =  T  ; r  =  r ' ; 0 =  e (r ', T ') +  0' ; x z =  x'3

sono ammissibili.
Concludiamo osservando che le (V II) sono le analoghe delle ordinarie 

formule classiche, dalle quali differiscono perché s risulta funzione anche 
di r 1 e alle quali si riducono ritenendo c infinito. In  tal caso, infatti, si ha 
co =  Q0 (t ) ed è allora lecito scegliere z dipendente dalla sola ossia, per la 
prim a delle (V II), dalla sola T '.
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