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Geometrie. — Une demonstration nouvelle d ’un thèorème de 
F. Enriques. Nota di L u c i e n  G o d e a u x ,  presen ta taC) dal Socio 
B. S u c r e .

R iassunto. — Enriques ha dim ostrato che la superficie generale del sest’ordine
passante doppiam ente per gli spigoli di un tetraedro, la quale ha i generi p a =  pg — o, 
P2 =  1 ed una curva bicanonica d ’ordine zero, è immagine di u n ’involuzione del secondo 
ordine, senza punti uniti, appartenente ad una  superficie di generi p a — P 4 =  1, con curva 
canonica d ’ordine zero. Si dà qui una nuova dimostrazione di questo teorem a mediante 
costruzione della seconda superficie.

Lorsque Gastelnuovo en treprit la recherche des conditions de rationnalité 
d ’une surface algébrique, E nriques lui signala Pexistence de la surface du 
sixième ordre passant doublem ent par les arètes d ’un tétraèdre et triplem ent 
par les sommets, surface ayan t les genres pa= p g = o et possédant une courbe 
bicanonique d ’ordre zero (P2 =  1) [1]. Plus tard , Enriques a dém ontré que 
toute surface de genres pa = p g = 0 possédant une courbe bicanonique d ’ordre 
zèro pouvait se ram ener, par une transform ation birationnelle, à la surface 
précédente [2]. Plus ta rd  encore, Enriques [3] a dém ontré que la surface 
du sixième ordre considérée était Pimage d ’une involution du second ordre, 
privée de points unis, appartenan t à une surface régulière possédant une courbe 
canonique d ’ordre zèro (pa =  P4 =  1). C ’est de ce thèorèm e que nous vou- 
drions donner une nouvelle dém onstration, assez simple, donnant la construc­
tion de la surface support de l’involution.

Voici vingt ans que Federigo Enriques s’éteignait, le 14 juin 1946. Il 
laissait une oeuvre m agistrale non seulem ent en Géométrie, m ais aussi en Hi- 
stoire des Sciences et en Philosophic. Q u ’il nous soit permis de saluer ici la 
m ém oire de notre vénéré M aitre.

1. F. Enriques a dém ontré que toute surface de genres pa =  p g == o 
possédant une courbe bicanonique d ’ordre zèro, peut se ram ener par une tra n ­
sform ation birationnelle à la surface <D générale du sixième ordre passant dou­
blem ent p ar les arètes d ’un  tétraèdre et dont l’équation peut s ’écrire.

h  ( x 2 x 3 , X3 XA X \  , X * X l X2 , X \  X% X 3 ) +  X \  X% X3 X4  <?2 ( x ±  , X% , X3 , X 4 )  =  O,

où / 2 et cp2 sont des formes quadratiques de leurs argum ents.
Les sections planes Ti de la surface ® sont de genre quatre. Les adjointes 

r 2 au systèm e | Pi [ sont des courbes de genre quatre découpées sur ®

(*) Nella seduta del 12 novembre 1966.
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par les surfaces cubiques circonscrites au tétraèdre des droites doubles. Les 
courbes Ti sont à leur tour les adjointes des courbes T2 et on a

12 Ti 1 = 12 r21,
la surface O ayan t le diviseur de Severi g  = 2 .

2. Ces points rappelés, considérons dans un espace linéaire S7 à 7 d im en­
sions deux espaces or , g ' à trois dimensions ne se rencontran t pas.

D ans l’espace cr, nous considérerons une surface d ’Enriques O passant 
doublem ent par les aretes d ’un tétraèdre A i A 2 A3 A4. R apportòns projective- 
m ent les' surfaces cubiques circonscrites au tétraèdre A i A2 A3 A4 aux  plans 
de l’espace a'. Nous obtenons ainsi une transform ation birationnelle T  entre 
les espaces cr et g 1 . A ux plans de g  correspondent les surfaces cubiques cir­
conscrites. à un tétraèdre A i A2 A3 A i et à la surface O correspond dans g ' une 
surface d ’ Enriques O ' passan t doublem ent par les arètes de ce tétraèdre.

Désignos p ar Fi les sections planes de ® et par T2 leurs adjointes. A ux 
courbes Ti correspondent sur O ' les courbes T'i découpées par les surfaces 
cubiques circonscrites au tétraèdre Ai A2 A3 A i et aux  courbes T2 les sections 
planes se O '.

3. Nous allons considérer la variété lieu des droites rencontran t <P et 
en des points qui se correspondent dans T.

U n  hyperp lan  de S7 passan t par une courbe Ti coupe la courbe homolo- 
gue Ti en six points, il contient done six droites passant par des points homo- 
logues de Fi , T i . L a surface lieu de ces droites passe sim plem ent par Ti et 
c’est par conséquent une surfaces V22 d ’ordre 12 située dans un  hyperplan 
passant par g ' .

De mème, le lieu des droites s ’appuyan t en des points homologues sur 
deux courbesT2 , T'% qui se correspondent dans T  est une surface V212 située dans 
un  hyperp lan  passan t p a r a.

U n  hyperp lan  passan t par cr coupe g ' suivant una courbe T'2 et contient 
done la surface V 212 relative à cette courbe. Cet hyperp lan  coupe done la variété 
lieu des droites passant p ar des points homologues de ® , su ivant cette 
surface. D ’autre part, cette variété passe sim plem ent par la surface ®. C ’est 
done une variété V38 d ’ordre 18.

4. Soit 92 — 0 l’équation d ’une quadrique de g passant p a r les points 
A i , A2 , A3 , A4. L a transform ation T  lui fait correspondre une quadrique
de or' passant par les points Ai , A '2 , A3 , A i d ’équation 92 =  Q. L a quadrique 
92 =  o coupe ® suivant une courbe g  et la quadrique 92 =  o coupe O ' suivant
la courbe g l que T  lui fait correspondre. Les courbes , g r sont d ’ordre 12 et
la surface lieu des droites joignant leurs points homologues est une surface 
VÌ4 * * * d ’ordre 24.

L ’hyperquadrique Q de S7 d ’équation
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coupe la variété V38 suivant une surface formée de la réglée V 24 et d ’une su r­
face F  d ’ordre 12.

Les droites de V38 coupent F  suivant des couples de points form ant une 
involution I dont O et 0 ' sont des images.

5. L ’hom ographie biaxiale harm onique de S7 , H, ayan t pour axes or et a', 
transform e la surface F  en elle-m èm e et déterm ine sur cette surface Tinvo­
lution I. Il en résulte que si cette involution possède des points unis, ils appar- 
tiennent à g ou a', c’e s t-à -d ire  à O ou O'.

Soit P un  point uni de I appartenan t à la surface O. C ’est un point de 
diram ation pour la correspondance ( 1 , 2 )  existant entre O et F. Son homologue 
P ' sur la surface O ' est égalem ent un  point de d iram ation pour la correspon­
dance ( 1 , 2 )  entre O ' et F  et par suite c’est un point uni de ^ in v o lu tio n '!. 
M ais alors, dans la correspondance entre O et F, au point de diram ation P 
correspondraient deux points P, P ', ce qui est absurde puisque I est d ’ordre 
deux. On en conclut que l’involution I est dépourvue de points unis.

Cela étant, entre le genre arithm étique pla — o de O et celui p u de F, on 
a la relation

Pa +  1 =  2 (Pa +  0 »
d ’0Ù p a =  I.

6. Les surfaces V22 découpent sur la surface F  des courbes C, homologues 
des courbes F i , situées dans des hyperplans passant par 9 '. Elles ont l’ordre 12 
le genre sept d ’après la formule de Zeuthen.

Les surfaces V212 découpent sur la surface F  des courbes C ' qui correspon­
dent aux courbes T'. Elles sont situées dans des hyperplans passant par <7, 

ont l’ordre 12 et le genre sept.
Les courbes C appartiennen t à un  systèm e linéaire | C J de dimension

r > p a +  12 —  7 +  1,

c’e s t-à -d ire  r  >  7. Les courbes Ti é tan t les adjointes aux courbes T2, les 
courbes C découpent sur une courde C ' des groupes canoniques d ’ordre 12. 
L a serie canonique de la courbe C ' ayan t la dimension six, on a r =  7 et 
il existe une courbe C qui coincide avec la courbe C ' considérée.

Les systèmes |C j  et | C ' | coincident en un système unique qui est son 
propre ad joint et la surface F  possède une courbe canonique d ’ordre zèro. 
Elle a done les genres p a ~  P4 — 1. Le théorèm e d ’Enriques est dém ontré.
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