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Matematica. — Quelgues propriétés des O—-Demi-Groupes. Nota di
Mar1e-Louise DUBREIL-]JACOTIN, presentata ¥ dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Per un semigruppo, D, il fatto ch’esso possa venire ordinato totalmente
implica certe proprieta di struttura, legate alla considerazione dell’equivalenza in fusi
(secondo S. Schwartz), ravvicinanti D a dei semigruppi abeliani.

Suivant la terminologie classique dans les groupes ordonnés [1] nous
appellerons O—demi-groupe un demi-groupe pouvant étre totalement ordonns;
O*-demi-groupe un demi-groupe tel que toute relation d’ordre de ce demi—
groupe admette une extension maximale qui soit un ordre total.

Nous allons donner quelques propriétés de structure des O—demi-groupes
liées & la considération de 1’équivalence en fuseaux.

1. Nous allons d’abord faire quelques remarques préliminaires.

1) Il est d’'usage dans un demi—groupe D de considérer dans I’ensemble
E des idempotents la relation d’ordre

e<fe=ef = fe = ¢ (ou la relation opposée ¢ < f == of = fe = f)

appelée paf Clifford « ordre partiel naturel» [2].
Appelons comme Clifford ¢« bande» un demi-groupe idempotent. On

sait [2] qu’une bande commutative est pour l'ordre partiel naturel un demi-
treillis. Nous remarquerons de plus que:

PROPOSITION 1. — L’ordre partiel naturel est un ordre maximal pour le
demi-groupe constitué par une bande commutative. Une bande commutative
n'est donc pas un OF demi-groupe en général.

D’abord la relation d’ordre est bien dans ce cas isotone puisque ¢f = fe = ¢
entraine ¢fg? = feg? = ¢¢?, qui s’écrit, puisque g2 = ¢g, ¢fg? = (eg) (f7),
(eg) (fg) = (fg) (eg) = eg. ‘

Pour voir que cet ordre est maximal, il nous suffit de considérer deux
éléments ¢ et / non comparables c’est-a—dire tels que ¢f = fe est == ¢ et == 1.
(Si on avait ¢f = fe = ¢ ou f pour tout ¢ et f, la bande commutative serait —
par ce procédé — totalement ordonnée). Alors lintroduction de ¢ < f par
exemple entraine que ¢ < ¢f < f par lisotonie, c’est-a—dire que ¢ et f engen-
drent le demi-groupe constitué par la chaine stricte ¢ < ¢f <f qui ne peut
appartenir a un ordre extension de I'ordre naturel pour lequel ¢ et f sont tous
deux plus petits (ou plus grands) que ef.

(*) Nella seduta del 12 hovembre 1966.

20. — RENDICONTI 1966, Vol. XLI, fasc. 5.
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2) On sait qu’étant donné un demi-groupe D, on peut toujours, s’il
n’a pas d’élément neutre #, lui en adjoindre un et considérer le demi-groupe
D* =Du {«u}.
PROPOSITION 2. — SZ D est un O—demi—groupe, D* =D U {u} #w'en est
pas un en général.
I1 suffit pour s’en assurer de donner un exemple. Considérons la bande
(B) donnée par sa table:

qui est un O-demi-groupe puisqu’elle admet
lordre:
e <a<b< f

N

N

|
> > ™ | o
N RN N

Adjoingnons a4 B I'élément neutre # et essayons d’ordonner totalement
joing y
B* =B U {#}. Si on posait u < a lisotonie entrainerait:

p

ue =e<< a = ea et uwf=f<a=fa.

Mais ¢ < a et f << a avec fe = a est incompatible avec ¢ comparable 3
J qui exige que fe soit compris entre f et ¢. Comme @ < # entraine de méme
a << f et a<<e on ne peut définir aucun ordre total sur B¥.

Cette propriété est liée & la considération des éléments positifs et négatifs
d’un demi-groupe ordonné. Cette notion fondamentale dans le cas d’un groupe
ordonné (puisque 'ordre d’un groupe est donné par son céne positif) n’a pas
d’analogue satisfaisant dans le cas d’un demi-groupe.

Considérons d’abord le cas simple d’un demi-groupe unitaire D¥* c’est—
a—dire possédant un élément neutre z. Nous appellerons alors positif (ou
strictement positif) un élément a vérifiant

() a>u (ou a > u).
L’isotonie entraine alors dans les deux cas

(2) x < ax et x <xa quel que soit x € D*

et en particulier

(3) a < a.

Naturellement, on définit de la maniére duale un élément négatif. # est
le seul élément a la fois positif et négatif. Rappelons [1] que si le demi-groupe
D n’est pas unitaire, on appelle positif tout élément a vérifiant (2), c’est-a—
dire & la fois positif a gauche (ex >z Vx €D) et positif & droit (xa >«
Vx € D). Alors tout élément plus grand qu’un élément positif est positif et
si P, , P, , P désignent I'ensemble des ¢éléments positifs & gauche, & droite
ou positifs, on a P2C P. On définit de la maniére duale les éléments négatifs
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a gauche a droite et négatifs et si N est ensemble de ces derniers N2 C N.
Remarquons alors que si D est totalement ordonné, mais n’est pas unitaire,
on n’a pas en général D = PU N, comme le montre par exemple le demi—
groupe (B) ci—dessus.

Ona P,=P,=P={f},N,=N,=N={e} et D — PUN ={a,4}. Par
suite au théoreme ([1], p. 158): « Un demi-groupe ordonné D sans élément
neutre peut étre immergé dans un demi-groupe ordonné minimal D*=D U{«}
ayant un élément neutre #, avec préservation de l'ordre et de la propriété
pour un élément d’étre positif ou négatif si et seulement si dans D : P, =P,
N, = N,, on peut donner I'additif suivant:

PROPOSITION 3. — S D est totalement ordonné, D* est totalement ordonné
st et seulement si D = N U P.

Dans la plupart des travaux antérieurs au livre de L. Fuchs [1] (et pour
la bibliographie correspondante, nous renvoyons & ce livre) on suppose le
demi-groupe posztivement ordonné; c’est-a—dire D = P.

On suppose souvent aussi la condition supplémentaire

(o) a <be=3Jx et y €D, ax =6 ,ya = b.

Un demi-groupe positivement ordonné et vérifiant la condition («) est
dit: ordonné d’une maniére naturelle.

Depuis, T. Saito a entrepris I’étude des demi-groupes totalement ordonnés
sans rien supposer de restrictif sur 'ordre — en dehors, naturellement, de
lisotonie — dans une série de mémoires ou comme approche du probleme
général il étudie d’abord le cas d’une bande, [3] puis de certains demi-groupes
particuliers  [4] [5] [6]. Avec Saito, nous appellerons f—positif tout élément
vérifiant (3) et aussi f-négarif tout élément 4 tel que 62 < 4. Rappelons les
résultats simples mis en évidence par Saito. Le produit de deux éléments
J-positifs (f-negatifs) est f—positif (f-négatif); tout élément d’un demi-groupe
totalement ordonné est ici f~positif ou f~négatif — mais un élément f-négatif
peut étre plus grand qu’un élément f—positif et alors leurs deux produits sont
des idempotentes compris entre les deux.

H. Lugowski [7] a d’ailleurs montré que si D est muni d’un ordre total
vérifiant («) un élément f~négatif est négatif.

3) En vue d’obtenir des résultats simples concernant les idempotents
d’un demi-groupe unitaire, considérons dans un demi-groupe D deux idem-
potents ¢ et f.et les conséquences qu’entraine la possibilité de définir dans D
une relation d’ordre dans laquelle on aurait ¢ < f.

L’isotonie entraine immédiatement:

esdsff<f | (esde<g<f
e<fesff<f  le<efe<foe<s

d’oti résulte (ef 2 = ¢f , (fe)2 = fe et:
PROPOSITION 4. — Deux idempotents e et f d'un demi—groupe D ne peuvent
étre camparables dans une relation d'ordre de D que si leurs produits sont deux
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idempotents; ils engendrent un sous—demi-groupe de D de 6 idempotents ordonné
en treillis distributif suivant le diagramme.

of

A N
A . ,
A) f ® ;f

De cette proposition résulte le résultat de Saito, dans un demi—groupe
totalement ordonné les idempotents forment une bande.

Etudions les différentes bandes possibles engendrées par ¢ et f quand
on suppose que (A) est totalement ordonné.

La condition fe < e¢f entraine immédiatement fe < efe d’ol efe = fe et
de méme ¢f = fef, et on obtient la bande (B), qui peut dégénérer en
e =fe <ef <foue<fe <f=ef qui peuvent éncore dégénérer en:

C) e<f—fo—cf, (Co) e=femof<f et (D) e=fe<f=df.
La condition ef < fe entraine de méme ¢f < fef d’ou
ef = efe et de méme fe = fef

et la bande (B') e<ef = efe<<fe = fef <f qui peut aussi dégénérer en
e =¢f <fe<foue<ef<fe=f bandes qui peuvent encore dégénérer en
(€, (Co) et (D) e = ef<f— fe.

Enfin si on suppose (A) commutatif, ef = fe, on a la bande, dégénérescence

de B et B”:

©) e<of =fe<f.

qui peut dégénérer en (Ci) ou (Cp).

Le raisonnement fait pour la bande (B) montre que dés que ¢f (ou fe)
est distinct de ¢ et de f on ne peut adjoindre un élément neutre z puisque
u<ef (> e¢f) entraine: e et f inférieurs & e¢f (supérieurs) en contradiction
avec le fait que ¢f est entre ¢ et f. D’autre part, aucune de ces bandes n’est
unitaire (sauf peut—étre C; et Cg) et nous avons donc comme bandes unitaires
totalement ordonnées minimales:

C) vilubru<e<f=ef=fe ; (Co) U{{u}:ie=fe=ef<f<u
D) Ulut:e=fe<u<f=¢e¢ ; D) Uiul:e=ef<u<<f=fe

Nous avons donc:
PROPOSITION 5. — La bande des idempotents d’un O—demi-groupe vérifie
efe = fe (ou ef), fef = ef (ou fe) quels que soient e et f si le O-demi—groupe est

unitaire le produit de deux idempotents quelconques est égal a Pun d’eux.



MARIE-LOUTSE DUBREIL-JACOTIN, Quelques propriétés des O-Demi-Groupes 283

D’autre part, parmi les bandes possibles engendrées par ¢ et f, seule:
¢ < f = ¢f = fe est une bande positivement ordonnée; et de méme, seule
¢ = fe = e¢f < f est une bande négativement ordonnée. Il en résulte:

THEOREME 1. — La bande D* des idempotents d’un O-demi—groupe uni-
taire admet une partition en {u} et deux bandes A ot B telles que.

ad'=d'a=aoua ; bb'=0bb=0boud ; ab=="b(oua) ba=a/(oubd)

quels que soient les éléments a, a' de A, b, b' de B
On peut réciproquement ordonner totalement une telle bande en posant:

a<u<b ; Va€A,beB ; a<ae=a=aa'=aa ; b<be=b=5=0b

2. Nous allons maintenant utiliser ’équivalence en fuseaux pour obtenir
certaines propriétés de structure des O-demi-groupes qui les rapprochent
des demi-groupes abéliens.

Les propriétés des demi-groupes abéliens totalement ordonnés lides a
cette équivalence ont été données par Nakada [8].

L’extension aux demi-groupes nom abéliens réussit grace au lemme sui-
vant que nous utiliserons fréquemment.

LEMME: S7, dans un demi-groupe D, ordonné, ab et ba sont comparables,
ab < ba (par exemple) entraine que pour tout entier positif N:

AN N < (ab)N < (ba)N < BN V.

La démonstration, immédiate, de cette propriété ne fait intervenir que
I'isotonie et n’est pas autre chose que celle donnée dans [1] (p. 162) pour
les éléments positifs d’'un demi-groupe totalement ordonné.

Rappelons que:

L’équivalence en fuseaux est a’eﬁme dans tout demi-groupe D par: a = b (F)
st 2l existe des entiers positifs m et n tels que a” = b".

Cette équivalence n’est pas en général compatible avec 'opération du
demi-groupe. Les fuseaux ne sont pas en général des parties stables (c’est—
a—dire des sous—demi-groupes de D); il en est cependant ainsi si D est com-
mutatif.

Evidemment un fuseau contient au plus un 1dempotent les fuseaux
sont donc de deux sortes:

1°© Ceux ®,,y €I, qui ne contiennent pas d’idempotents: ils sont
donc constitués par des éléments d’ordre infini puisque ® contient avec a
toutes ses puissances et puisque si @ est d’ordre fini une de ses puissances est
un idempotent.

2° Ceux F; , M €A qui contiennent un idempotent ¢, et qui peuvent

étre définis par Fp = {x;x € D ; 32 entier positif: x* = ¢, }.
On a:
D=OyUF,®PNnF=gyg
avec
O=yd, , vel ensemble des éléments d’ordre infini de D

F=UF, , AeA partie avec torsion T de D.
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On sait qu’a tout idempotent ¢, de D est associé un groupe G; , sous—
groupe de D maximum ayant ¢; pour élément neutre, deux groupes Gy , Gy,
A==M\ ayant une intersection vide — de sorte que D admet la partition classique:

P D =X Ry+ R ot Ry est le radical du groupe Gy :
Ry={x,r€D ; 3p,22€G,}

et R est, ou la partie vide, ou une partie infinie dont tout élément est d’ordre
infini.

Dans chaque R;, il faut distinguer la partie avec torsion T et I'ensemble
des éléments d’ordre infini I .

Si Ty n’est pas vide, c’est évidemment le fuseau F, .

Si Iy n’est pas vide et si & €I, appartient au fuseau @, , quelque soit &€ ®,
on a: @” =d'" pour certains 7 et ' entiers positifs et comme il existe 'entier
positif p tel que 42 € G, on a

(d"y"'? € Gy, c’est-a—dire d'¢ I, .
Donc:

L’équivalence en fuseaux est plus fine que I’équivalence de partition (P).
Nous appellerons f~demi—groupe un demi-groupe qui posseéde un seul fuseau.

Rappelons que si @ et 4 appartiennent & un méme groupe Gy, et si, pour
la relation d’ordre dans D , @< 4 cela entraine strictement pour tout 7 a" < 67,
relation impossible si @ et 4 sont d’ordre fini. Donc

PROPOSITION 6. — Dans un O-demi-groupe, chaque groupe G, est sans
torsion et le fuseau F) est défini par
Fo={x;x €D ;3n entier positif, x* = x"*# pour tout entier p positif

el iy, i, j€{1,2,  ,m—1,n}

7 est P'ordre de x, I'idempotent est un zéro de son fuseau. Si D est unitaire
F,={u«}.

Si a;, et ayr, sont des éléments de D d’ordre fini appartenant 4 des fuseaux
différents une relation d’ordre a, < @y entraine, pour tout 7z, a7 < a?,, donc
e, < ey, et on a: '

PROPOSITION 7. — S D est un demi—groupe totalement ordonné et si e, << ey
tout élément du fuseauw T est inférieur & tout élément du fuseau T .

PROPOSITION 8. — S¢ dans un demi-groupe ordonné D des éléments a et b
d’un méme fusean sont tels que ab et ba sont comparables, ab et ba appartiennent
a ce méme fuseau.

On sait en effet, qu'il existe les entiers positifs 7 et 7 tels que a™ = 4.

Le lemme, si @b < ba par exemple, nous donne:

@ b = b < (abyr < (ba)ym < b7 @ = b,

On a}donc
THEOREME 2. — Dans un O-demi-groupe les fuseaux sont stables.
Considérons d’abord le cas particulier d’'un O-demi-groupe dont la
bande des idempotents est commutative,
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THEOREME 3. — Dans un O-demi-groupe D dont les idempotents commu-
tent la partie avec torsion T est un O—demi—groupe dans lequel I équivalence
en fuseaux est compatible.
d’ott le

COROLLAIRE. — Un O-demi—groupe avec torsion T dont les idempotents
commautent admet une image O-homomorphe T* ~ T|w qui est une O—bande
commautative.

Soient en effet #1 et £z deux éléments de D d’ordre fini. Pour un ordre
total de D on a par exemple # % <72 #1. Pour N assez grand

z‘iq = e, zé“ = e et le lemme donne:
a1 < (Bn)N<eaa

Si eres =e2e1, on a: (1£)N = (f241)N = e1e2 qui montre d’abord que
f1t2 et t2t1 sont d’ordre fini, et aussi que

F1 Fo = Fo Fy C Fuseau de ¢ ¢s.

Revenons au cas général, nous allons étudier quelques propriétés des fu-
seaux Fy c'est-a—dire d’un O-demi—groupe ¥, avec torsion et zéro z comme
idempotent. ‘ '

A chaque ordre total sur F, correspond la décomposition F, = N,U P,
ou Ny et Py sont respectivement 'ensemble des éléments /—négatifs et f—posi-
tifs de F,. On sait que

NfCN, , PPCPs , NynPr={s}
On a icit p<p? <z,n>n? >z pour tout p € P,— {3} = P*
et tout » € N, — {z} = N*.

On a donc N;P,= {z}.
Un exemple d’un tel O-demi-groupe est donné par le demi-groupe (F)
ci—dessous:

a b z ¢ a °oc
|
z z z z ifzzd
b z 2 z z 2 +
0 z=03=¢3
2 z z 2 z z +
oazzé
c z z z d 2 +
a 2 z 2 z 2 °
a

Au contraire un demi-groupe F, ne peut surement pas étre totalement
ordonné s’il contient trois éléments a1 , a2 , a3 tels que a3, a, a2 soient distincts
et différents de z et que trois des produits g a;, i==j,7=1,2,3 soient
égaux a z; en effet, deux éléments a; et as tels que Bald=z,mar =z

(ou a2 a1 = 2) ne peuvent appartenir tous les deux & N; ou 2 P, .
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PROPOSITION 9. — S7 le fuseau F, est totalement ordonné, Ps est un
O—f~demi-groupe positivement ordonné et archimédien.

Soient en effet @ et 4 deux éléments de Py, et 7 et ¢ les ordres de 4 et &,
plus petits entiers tels que @” = z 47 = 2.

g<n entraine a << 6. En effet << a entralne 472 < 0? < 2, donc a? = 2
c’est—a—dire 7z < g.

Nous pouvons donc avoir a<<é si ¢ < # et dans la partitionde P, en
éléments de méme ordre tout élément d’une classe est inférieur 4 tout élé-
ment d’une classe correspondant & un ordre plus petit. La chaine

e <B<B< - <al<ag" =z

est décomposée en classes par cette partition et & se place dans la classe de son
ordre entre & et @**!, univoquement déterminés si ordre @< ordre 4 < ordre
@**1, mais qui n’est pas univoquement déterminé en général si la chaine
a<a? --<a"<z a une intersection non vide avec la classe de P; consti-
tuée par les éléments de P, de méme ordre que é&.

Quoiqu’il en soit, d’'une maniére unique pour un ordre total s’il en existe
un sur Py, on a s univoquement déterminé tel que

F< b < gl

et il en résulte
as+1 < ab < ax+2’
d’otr:
a < ab

b < ab,

et P, est bien archimédien puisque si a< 4, il existe 7 tel que 6 '< a” .
On verrait naturellement de méme que N, est aussi, pour I'ordre opposé,
positivement ordonné et archimédien.
I;’exemple de O-f-demi-groupe P;:

a b ab  ba 2z 72
ab ab z z z I ba
ba 2 z 2 z i b
ab 2 z z 2 2 +
o b
ba z 2 2 z z |
1
z z z z z Z °
a

montre que P, n’est, en général, ni commutatif ni ordonné d’une maniére
naturelle.

Considérons maintenant les fuseaux sans idempotents @, .

THEOREME 4. — Zout fusean ® sans idempotent d’un O-demi-groupe
admet une image homomorphe qui est une partie positive stable du groupe ad-
ditif des rationnels.
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Dans le fuseau ® considérons un élément fixe 4. Soit @ un ¢lément quel-
conque de @ et 7 et 2 des entiers positifs tels que o™= 6*. Sion a aussi a”'= &,
il en résulte a7#'= g™'#. Or tout élément de ® étant d’ordre infini, ceci entraine
mn'= m'n et a tout élément o du fuseau on associe le rationnel 7/7. Soient
alors a et a' deux élément de ® auxquels nous associons ainsi #7/m et #'[m’.
Supposons que pour un ordre total de ® on ait par exemple aa’ < a'a; le
lemme nous donne:

amm’ a'mm’ g <aa/>mm’ g (a’a>mm’ < a’mm’ amm’.

Mais

oy r_ ] ] . 7 1 1]
amm' glmm' — pmm' pu'm — o lmm am™,

et on a

<aa'>mm’ j— (dl a)mm’ — pnm'+nm

qui montre que aa’ et a’a ont pour image n/m + #n'[m’.

L’application est donc bien un homomorphisme de ® dans le cone po-
sitif du groupe additif des rationnels.

On a de plus:

PROPOSITION 10. — Tout fuseau ® totalement ordonné contenant un élé-
ment f—positif ¢ est positivement ordonné et archimédien.

D’abord tout élément @ est faiblement positif car ¢* =¢*,2>¢,a2 < a
entrainent, les éléments étant d’ordre infini, << ¢, a2 < a®, a® < (% en
contradiction avec a?s = %, ) '

Soient alors @ et 4 deux éléments quelconques de @ et supposons a<< 4,
comme il existe les entiers positifs 7 et 7 tels que @™ = §” et puisque & est
faiblement positif on a 6 < a” et & se place dans la chaine des puissances de a:

(1) @ <b < gt

d’olt encore'@**t1<< ab< a*+? et ® est positivement ordonné et archimédien.
2.Considérons maintenant le cas particulier d'un O-demi-groupe véri-
fiant la condition:

(G) at = a'# entralne a = a'.

Dans un tel demi-groupe, les fuseaux F,, contenant un idempotent se
réduisent a cet idempotent et la partie avec torsion T est stable — c’est une
bande. L’application de & sur #z(% est alors injective car si &' s’applique aussi
sur m[n, c’est que a” = a'” donc que @ = a'.

On a donc:

THEOREME 5. — S7 D est un O-demi—groupe vérifiant la condition:

(G) ot = a" entratne a = a'.

D est la réunion d'une bande et dune partie © qui admet une partition en

O—demi—groupes isomorphes a des parties stables positives du groupe additif
des rationnels.
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Nous appellerons demi-groupes rationnels de tels demi-groupes, ils
sont donc en particulier abéliens.

La condition précédente est réalisée pour un O-groupe puisque < @'
entraine, 'isotonie y étant stricte,

a"<< a'*

Dans ce cas T seréduit & {#} et du Théoréme 5 on déduit immédiate-
ment [9] le résultat suivant:

THEOREME 6. — Tout O-groupe admet une partition en parties stables
O,.,velie{r,2} et {u} telle que les parties ®, ;0 Dy U {u} pour tout
v €I sont des groupes rationnels.

3. Pour terminer nous ferons les remarques suivantes:

1) D’abord la structure algébrique donnée par le théoréme 5 pour
un demi-groupe D vérifiant la condition G et pouvant étre totalement ordonné
serait encore vraie si on savait que D peut étre muni d’un ordre tel que 'on
puisse en déduire encore que les fuseaux sont stables, totalement ordonnés
et que la condition G est satisfaite. Il en est ainsi, par exemple, pour les demi-
groupes D, considérés par A. Bigard [10], qui admettent un ordre tel que:

1° D est positivement ordonné
20 @An, "< M=a < b
3° D n’a pas de paire anomale [1].

2) Nous remarquerons enfin que nous ne savons rien sur la facon
dont se multiplient deux éléments n’appartenant pas & un méme fuseau.
Nous ne savons pas non plus si, lorsqu’un élément d’un fuseau ®, est
plus petit qu'un élément d'un fuseau ®,, tout élément de ®, est plus petit
que tout élément de @,,. Néanmoins: S7 % €D, est f-négatif, si ped,, est f—po-
sitif et si n< p, tout élément n' € ®y est plus petit que tout élément p' de @, .
En effet, de »'* = »*, p'™ = p¢, pour des entiers positifs convenables,
résulte /% < p'™ et, puisque tout élément de ®, est /—négatif et tout élément
de @, , f-positif, pour tout N>s57 et M >#7 on a N < p'™,
Prenons en particulier M =N il vient 2N < »'N qui entraine bien 7' < '.
3) A partir de demi-groupes D, , v € I disjoints, on sait que 'on peut
construire leur « somme ordinale » D, [1], en prenant la réunion ensembliste

D= uDD,

ve€l

ordonnant totalement I et définissant la multiplication dans D de la maniére
suivante:
1, désignant un élément de Dy nous posons:

ay, éy = é’;vr ay = 5;,/ si A<M
a, b, dans D =a, 4, dans D, .

D est bien un demi-groupe.
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D est ordonné. par:
ap < by, si A=A\ etsidans Dy 1ay <éy .
ay: H b;, s Sl A =i= A

Si les Dy sont ordonnés d’une maniére naturelle la condition (&) permet
d’ordonner D totalement, et D est alors ordonné d’une maniére naturelle
(Clifford [11]). Lorqu’il n’en est pas ainsi il faut remarquer que l'ordre total,
extension de l'ordre considéré, obtenu en posant a; << &y si A< A’ ne fait
pas en général de D un demi-groupe totalement ordonné. En effet pour que
D soit un demi-groupe ordonné il faut que l'isotonie soit vérifiée.

Or prenons x;s € D;:. On doit avoir

@y Xpr = X1 < é;‘,l Xy
Xy ay, = 23 < Xr bxl N

et ceci n’est vrai que si Dy est positivement ordonné (cf. [1] p. 173 et [10] p. 4).
On a donc sans peine:
PROPOSITION 11. — La somme ordinale des demi-groupes totalement or-

donnés Dy: D = D, admet un ordre total extension de ces ordres totaux si et
v€EI

seulement si tous les D, , sauf éventuellement le premier s'il existe, sont posi-
tivement ordonnés.

On a aussi que:

La somme ordinale D de groupes G, totalement ordonnés ne peut étre ordonnée
totalement de maniére que I'application de D sur N donnée par g, — \ soit
isotone, S'il y a plus d’un groupe G, qui n'est pas reduit & {ey }.

On peut encore remarquer que 'on peut toujours trouver un O-demi-
groupe D ayant pour fuseaux des O-fuseaux donnés du type ®,, et aussi
des O—fuseaux du type F,, mais a condition que tous, sauf un au plus, se

\

réduisent a leur partie P, ou Ny.
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