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Matematica. — Quelques propriétés des O -Demi-Groupes. Nota di 
M a r i e - L o u i s e  D u b r e i l - J a c o t i n , presentata P  dal Socio B . S e g r e .

RIASSUNTO. — Per un semigruppo, D, il fatto ch’esso possa venire ordinato totalmente 
implica certe proprietà di struttura, legate alla considerazione dell’equivalenza in fusi 
(secondo S. Schwartz), ravvicinanti D a dei semigruppi abeliani.

S uivant la term inologie classique dans les groupes ordonnés [1] nous 
appellerons O -dem i-groupe un dem i-groupe pouvant ètre totalem ent ordonné; 
O*—demi—groupe un dem i-groupe tei que toute relation d ’ordre de ce dem i- 
groupe adm ette une extension m axim ale qui soit un ordre total.

Nous allons donner quelques propriétés de structure des O -dem i-groupes 
liées à la considération de l ’équivalence en fuseaux.

1. Nous allons d ’abord faire quelques rem arques prélim inaires.
1) Il est d ’usage dans un dem i-groupe D de considérer dans l’ensemble 

E des idem potents la relation d ’ordre

e < / e f — fe  =  e (ou la relation opposée e </<£==> e f  =  f e  =  / )

appelée par Clifford « ordre partiel naturel » [2].
A ppelons comme Clifford « bande » un dem i-groupe idem potent. On 

sait [2] q u ’une bande com m utative est pour l’ordre partiel naturel un dem i— 
treillis. Nous rem arquerons de plus que:

PROPOSITION i. — Liordre partiel naturel est un ordre m axim al pour le 
demi-groupe constituè p a r  une bande commutative. Une bande commutative 
ri est done pas un  O* demi-groupe en generai.

D ’abord la relation d ’ordre est bien dans ce cas isotone puisque e f  =  f e  =  e 
entrarne efg2 = fe g 2 =  eg2, qui s’écrit, puisque eg2 — eg , efg2 =  (eg) (fg) ,
(ei )  (fg)  =  ( fg) (eg) =  eg.

Pour voir que cet ordre est m axim al, il nous suffit de considérer deux 
élém ents e et /  non com parables c’es t-à -d ire  tels que e f =  f e  est f  = e et =j= /. 
(Si on avait e f  — f e  =  e ou f  pour tou t e e t / ,  la bande com m utative serait — 
par ce procédé -  totalem ent ordonnée). Alors l’introduction de e < /  par 
exemple entraine que e <  e f  < /  par l’isotonie, c’es t-à -d ire  que e et f  engen- 
drent le dem i-groupe constituè p ar la chaine stricte e <  e f  < /  qui ne peut 
apparten ir à  un ordre extension de l’ordre naturel pour lequel e et f  sont tous 
deux plus pjetits (ou plus grands) que ef.

(*) Nella seduta del 12 novembre 1966.

20. -  RENDICONTI 1966, Voi. XLI, fase. 5 .
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2) On sait q u ’étan t donne un dem i-groupe D, on peut toujours, s’il 
n ’a pas d ’élém ent neutre u , lui en adjoindre un et considérer le demi—groupe
D* =  D u { « } .

P r o p o s it io n  2. — S i  D est un O -dem i-groupe , D* =  D u  {u} r i en est 
pas un en general.

Il suffit pour s’en assurer de donner un exemple. Considérons la bande 
(B) donnée par sa table:

e a b f

e a b b

a a b b

a a b b

a a b f

Adjoingnons à B l’élém ent neutre u  et essayons d ’ordonner totalem ent 
B* =  B u  { u}. Si on posait u  <  a l’isotonie entraìnerait:

ue-=  e <  a =  ea et u f  =  f  <  a =  fa .

M ais e <  a et /  <  a avec f e  — a est incom patible avec e com parable à 
/  qui exige qu t  f e  soit compris entre /  et e. Comme a <  u  entraìne de mème 
&<C.f et a << e on ne peut définir aucun ordre total sur B*.

Cette propriété est liée à la considération des éléments positifs et négatifs 
d ’un dem i-groupe ordonné. Cette notion fondam entale dans le cas d ’un groupe 
ordonné (puisque l’ordre d ’un groupe est donné par son còne positif) n ’a pas 
d ’analogue satisfaisant dans le cas d ’un dem i-groupe.

Considérons d ’abord le cas simple d ’un dem i-groupe unitaire  D* c’est- 
à -d ire  possédant un élém ent neutre u., Nous appellerons alors p o s itif  (ou 
strictèm ent positif) un élém ent a vérifiant

(1) a > u  (ou a >  u).

L ’isotonie entraìne alors dans les deux cas

(2) x  <  ax  et x  <  xa  quel que soit x  € D*

et en particulier

(3) a <  a* 1 2 3.

N aturellem ent, on défìnit de la m anière duale un élém ent négatif. u  est 
le seul élém ent à ia fois positif et négatif. Rappelons [1] que si le dem i-groupe 
D n ’est pas unitaire, on appelle p o sitif tou t élém ent a vérifiant (2), c’e s t-à -  
dire à la fois positif à gauche (ax > x  \ f x e  D) et positif à droit ( x a  > x  , 
V ^& D ). Alors tou t élém ent plus g rand  q u ’un élém ent positif est positif et 
si , Vd , P désignent l’ensemble des élém ents positifs à gauche, à droite 
ou positifs, on a P2C P. On définit de la m anière duale les élém ents négatifs

e

a

b

f

qui est un O -dem i-groupe pu isqu’elle adm et 
l’ordre:

e <  a <  b < f .
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à gauche à droite et négatifs et si N est l’ensemble de ces derniers N2 C N. 
R em arquons alors que si D est totalem ent ordonné, mais n ’est pas unitaire, 
on n ’a pas en général D =  P (J  N, comme le m ontre par exemple le dem i- 
groupe (B) ci-dessus.

On a P , =  P , =  P = { / } , N ,  =  N ,  =  N =  {4 e t D  — P u N = { M } .  P ar
suite au théorèm e ([ 1 ], p. 158): «U n dem i-groupe ordonné D sans élém ent 
neutre peut ètre im mergé dans un  dem i-groupe ordonné m inim al D * = D (j{ ^ }  
ayan t un élém ent neutre u, avec preservation de l’ordre et de la propriété 
pour un élém ent d ’etre positif ou négatif si et seulem ent si dans D : P ^ =  P^', 
N , = N , ,  on peut donner l’additif suivant:

P r o p o s i t i o n  3. -  S i  D est totalement ordonné, D* est totalement ordonné 
si et seulement si D =  N u  P.

D ans la p lupart des trav au x  antérieurs au livre de L. Fuchs [1] (et pour 
la bibliographie correspondante, nous renvoyons à ce livre) on suppose le 
dem i-groupe positivem ent ordonné\ c’e st-à -d ire  D =  P.

On suppose souvent aussi la condition supplém entaire

(oc) a <  b <==> 3 x  et y  e D, ax  — b , ya  — b.

U n dem i-groupe positivem ent ordonné et vérifìant la condition (a) est 
dit: ordonné d 'une manière naturelle.

Depuis, T. Saitó a entrepris l’étude des dem i-groupes totalem ent ordonnés 
sans rien supposer de restric tif sur l’ordre -  en dehors, naturellem ent, de 
l’isotonie — dans une sèrie de mémoires ou comme approche du problèm e 
général il étudie d ’abord le cas d ’une bande, [3] puis de certains dem i-groupes 
particuliers [4] [5] [6]. Avec Saito, nous appellerons- f-p o s itif  tou t élém ent 
vérifìant (3) et aussi f -n é g a ti f  tou t élém ent b tei que b2 <  b. Rappelons les 
résultats simples mis en évidence par Saito. Le produit de deux éléments 

/-p o s itifs  (/-n ég atifs) est /-p o s i t if  (/-n ég a tif); tout élém ent d ’un dem i-groupe 
to talem ent ordonné est ici / -p o s i t if  ou / -n é g a tif  -  mais un élém ent /-n é g a tif  
peut ètre plus grand  q u ’un élém ent /-p o s i t if  et alors leurs deux produits sont 
des idem potentes compris entre les deux.

H. Lugowski [7] a d ’ailleurs m ontré que si D est m uni d ’un ordre total 
vérifìant (a) un élém ent / -n é g a tif  est négatif.

3) E n vue d ’obtenir des résultats simples concernant les idem potents 
d ’un dem i-groupe unitaire, considérons dans un dem i-groupe D deux idem ­
potents -e et /  et les conséquences q u ’entraìne la possibilité de d é fin ir-dans D 
une relation d ’ordre dans laquelle on aurait e < / .

L ’isotonie entrarne im m édiatem ent:

[ e < e f  < f e f  < /  ^  J e <  efe <  e f < /
| e <  f e  <  f e f  < /  j e <  efe <  fe  < /

d ’où résulte (e f ) 2 =  e f , ( f e ) 2 =  fe  et:
P r o p o s it io n  4. — D eux idempotents e et f  d 'u n  demi-groupe D ne peuvent 

ètre camp arables dans une relation d'ordre de D que si leurs produits sont deux
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idempotents-, ils engendrent un sous-demi-groupe de D de 6 idempotents ordonné 
en treìllìs d istrìbu tif suivant le diagramme:

•  /

t f e f
/ * \

(A) e f m  \ f e
V  /

I efe
t

De cette proposition résulte le résultat de Saito, dans un demi-groupe 
totalement ordonné les idempotents fo rm en t une bande.

E tudions les différentes bandes possibles engendrées par e et /  quand 
on suppose que (A) est to talem ent ordonné.

L a condition f e  <  e f entrarne im m édiatem ent f e  <  efe d ’où efe — fé  et 
de mème o f — fef ,  et on obtient la bande (B), qui peut dégénérer en 
* = f e <  e f  < /  ou e <Cfe < /  — ef qui peuvent èncore dégénérer en:

(Cl) e <  f  =  f e  =  ef, (C2) e = f e  =  e f < f  et (D) e = f e < f = e f .

L a  condition e f  <  fe  entraìne de mème e f <Lfef d ’où

e f —  efe et de mème f e  =  f e f

et la bande (B ') e <  e f =  efe < fe  =  f e f  < /  qui peut aussi dégénérer en 
e — e f <  fe  < /  ou e <  e f <  fe  =  /  bandes qui peuvent encore dégénérer en 
(Ci), (C2) et (D ') e =  e f < f = f e .

Enfìn si on suppose (A) com m utatif, ef  — fe,  on a la bande, dégénérescence 
de B et B':

(C) e < e f = f e < f .

qui peut dégénérer en (Ci) ou (C2).
Le raisonnem ent fait pour la bande (B) m ontre que dès que ef  (ou fe)  

est distinct de e et de f  on ne peut adjoindre un élém ent neutre u  puisque 
u <  e f ( >  ef)  entrarne: e et /  inférieurs à ef  (supérieurs) en contradiction 
avec le fait que ef  est entre e e t / .  D ’autre part, aucune de ces bandes n ’est 
unitaire (sauf peu t-è tre  Ci et C2) et nous avons done comme bandes unitaires 
totalem ent ordonnées minimales:

(Gl) U { u }  : u  <  e < f  =  ef  — f e  ; (C2) U { u  } : e =  f e  — e f < f <  u;

(D) U { u  } : e =  f e  <  u  <  /  — e f ; (D ') U { u  } : e — e f <  u < f  — fe .

Nous avons done:
PROPOSITION 5. — L a  bande des idempotents d 'un  O -demi-groupe vérifie 

efe =  fe  (ou e f ) , f e f  =  e f (ou f è ) , quels que soient e et f  si le O -dem i-groupe est 
unitaire le produ it de deux idempotents quelconques est ègal à Pun d'eux.
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D ’autre part, parrai les bandes possibles engendrées par e et f ,  seule: 
e <  f = e f = f e  est une bande positivem ent ordonnée; et de mème, seule 
e — f e  =  e f <  f  est une bande négativem ent ordonnée. Il en résulte:

T h ÉORÈME i. — L a  bande D* des idempotents d 'un  O —demi—group e uni- 
taire admet une partition en { u }  et deux bandes A  et B telles que:

aa' =  a'a  =  a ou a 1 ; bb'=  b’b =  b ou b' ; ab — b (ou a), ba =  a (ou b)

quels que soient les elements a , a ' de A, b, b' de B.
On peu t rèciproquement ordonner totalement une telle bande en posant\

a < u < b  ; \ / a e A , b e B  ; a < a f<=--̂  a = a a '= a 'a  ; b <£'<==> b’ =  bb' =  brb

2. Nous allons m ain tenan t utiliser l’équivalence en fuseaux pour obtenir 
certaines propriétés de structure des O -dem i-groupes qui les rapprochent 
des dem i-groupes abéliens.

Les propriétés des dem i-groupes abéliens totalem ent ordonnés liées à 
cette èqui valence ont été données par N akada [8].

L ’extension aux dem i-groupes nom  abéliens réussit grace au lemme sui- 
vant que nous utiliserons fréquem m ent.

L e m m e : S i, dans un demi-groupe D , ordonné, ab et ba soni comparables, 
ab <  ba (par exemplé) entragne que pour tout entier p o sitif N:

a® bN <  (ab)N <  (baf* <  bN ^N.
L a dém onstration, im médiate, de cette propriété ne fait intervenir que 

l’isotonie et n ’est pas au tre chose que celle donnée dans [1] (p. 162) pour 
les élém ents positifs d ’un dem i-groupe totalem ent ordonné.

Rappelons que:
LI equivalence en fu sea u x  est definì e dans tout demi-groupe D par: a =  b (F) 

si i l  existe des entiers positifs m  et n tels que am =  bn.
Cette équivalence n ’est pas en général com patible avec l’opération du 

dem i-groupe. Les fuseaux ne sont pas en général des parties stables (c’est­
à -d ire  des sous-dem i-groupes de D); il en est cependant airisi si D est com- 
m utatif.

E videm m ent un fuseau contient au plus un idem potent; les fuseaux 
sont done de deux sortes:

i°  Ceux Ov , y e I , qui ne contiennent pas d ’idem potents: ils sont 
done constitués par des éléments d ’ordre infìni puisque ® contient avec a 
toutes ses puissances et puisque si a est d ’ordre fini une de ses puissances est 
un idem potent.

2° Ceux , X e A qui contiennent un idem potent  ̂ et qui peuvent 
ètre définis par Fx =  { x  ; x  e D  ] 3 n  entier positif : x n =  e f)  .

On a:
D =  ® u F , ® n F  =  0

avec
® =  .U  ®v > v e I ensemble des éléments d ’ordre infini de D
F — u  Fx , X e A  partie avec torsion T  de D.
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On sait q u ’à tou t idem potent e% de D est associé un groupe Ga, , sous- 
groupe de D m axim um  ayan t pour élém ent neutre, deux groupes Ga, , G v , 

ayan t une intersection vide -  de sorte que D adm et la partition  classique:

(P) D =  S  R j t + R  où Ra, est le radical du groupe Ga, :

Rx =  { x , x e D  ; 3p , x * e Gx }

et R est, ou la partie vide, ou une partie infinie dont tou t élém ent est d ’ordre 
infini.

D ans chaque Ra, il fau t distinguer la partie avec torsion et l’ensemble 
des élém ents d ’ordre infini la,.

Si Ta, n ’est pas vide, c’est évidem m ent le fuseau .
Si I*, n ’est pas vide et si d  e l k appartien t au fuseau , quelque soit d 'e  Oy

on a \ d m =  d ,m' pour certains m  et m ' entiers positifs et comme il existe l’entier 
positif p  tel que ^ e G ^  on a

(d1)9*'* e Gx c’est-à -d ire  d ' G la, .
Done:

L ’équivalence en fuseaux est plus fine que l’équivalence de partition  (P). 
Nous appellerons f-d em i-g ro u p e  un dem i-groupe qui possède un seul fuseau.

Rappelons que si a et b appartiennent à un m ème groupe Ga, et si, pour 
la relation d ’ordre dans D , a <  b cela entrarne strictem ent pour tou t n an <  bnì 
relation impossible si a et b sont d ’ordre fini. Done

P r o p o s it io n  6. — D ans un  O -dem i-groupe , chaque groupe G^ est sans 
torsiòn et le fu sea u  Fa, est definì p a r
Fx =  -{x ; x  eT> ; 3 n  entier positif, x* — pour tou t entier p  positif 

x z x* , i j t y j  € { i , 2 , • •, n ■ i , n  } 

n  est l ’ordre de x, l ’idem potent est un zèro de son fuseau. Si D est unitaire

Si ai et a i t , sont des élém ents de D d ’ordre fini appartenan t à des fuseaux 
différents une relation d ’ordre ai <  a ^  entraìne, pour tou t n  , a* <  a*r , done 
ei <  e i t , et on a:

PROPOSITION 7. — S i  D est un demi-groupe totalement ordonnè et s i ei <  eir 
tout élément du fuseau  Fa, est inférieur à tout élément du fu seau  Fa/.

PROPOSITION 8. — S i  dans un demi-groupe ordonné D des éléments a et b 
d 'u n  mème fu sea u  sont tels que ab et ba sont comparables, ab et ba appartiennent 
à ce mème fuseau .

On sait en effet, q u ’il existe les entiers positifs m  et n  tels que am — bn. 
Le lemme, si ab <  ba par exemple, nous donne:

am __ frn+m <; ^ b ) m <  (bd)m <  bm am — bm + n .

On a| done
T h ÉORÈME 2. — D ans un  O—demi—groupe les fu sea u x  sont stables. 
Considérons d ’abord le cas particulier d ’un O -dem i-groupe dont la 

bande des idem potents est com m utative.
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T h ÉORÈME 3. — D ans un  O -dem i—groupe D dont les idempotents commu- 
tent la partie avec torsion T  est un O—demi—groupe dams lequel V  equivalence 
en fu sea u x  est compatible.

d ’où le

COROLLAIRE. -  Un O -dem i-groupe avec torsion T  dont les idempotents 
commutent admet une image O-homomorphe T* ~  T /(f) qui est une O-bande 
commutative.

Soient en effet t\ et t2 deux élém ents de D d ’ordre fini. Pour un ordre 
total de D on a par exemple ti  t% <  t% t\. Pour N assez grand

ti — e\ , t2 ' =  £2 et le lemme donne: 

ex £2 <  (.h  ^ )N <  (p2 /i)N <  e2 e\

Si ei e2 =  e% e\, on a: ( t i  z^)N =  (p2 t±)N — e± e% qui m ontre d ’abord que 
t±t2 et t 2 h  sont d ’ordre fini, et aussi que

Fi F2 =  F2 Fi C Fuseau de e\ e2 .

Revenons au cas general, nous allons étudier quelques propriétés des fu­
seaux F^ c’es t-à—dire d 'u n  O—demi—groupe Fz avec torsion et zèro z  comme 
idempotent.

A chaque ordre total sur Fz correspond la décomposition Fz =  Ny U P / 
où Ny et Pf  sont respectivem ent l’ensemble des éléments /-n ég a tifs  et / - posi- 
tifs de F* . On sait que

N/ C Ny , Py'CPy , Ny n  P/ =  {z}

On a ici: p <  p 2 <  z  , n >  n2 ~>_z pour tout p  £ Py—  {z}  =  P*

et tout « e  N y — {^} =  N*.

On a done N y P y =  {^}.
U n  exerr>ple d ’un  tei O -dem i-groupe est donne par le dem i-groupe (F) 

ci-dessous:

a b z c d
V

a b z z z z t c2 =  d1
b z z z z z I 30 z  — aA=
z  < z z z z z 1

t
c z z z d z 0 a2= b

td z z z z z 0
a

A u contraire un  dem i-groupe F z ne peut surem ent pas ètre totalem ent 
ordonné s’il cpntient trois élém ents ai , a2 , «3 tels que a2 , a\ , a2 soient distinets 
et différents de z  et que trois des produits a{ a j , ì =j=y , i  =  1 , 2 , 3  soient 
égaux à z; en effet, deux élém ents a\ et a2 tels que a2 =f= a2 =j= z  , ai a2 =  z  
(ou a2 ai =  z) ne peuvent apparten ir tous les deux à Ny ou à Py .
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PROPOSITION 9. — S i  le fu sea u  F2 est totalement or donne, Py est un  
O -f-dem i-groupe positivem ent ordonné et archimèdien.

Soient en effet a et b deux éléments de Py, et n et q les ordres de a et b, 
plus petits entiers tels que an =  z  fa =  z.

q <  n  entrarne a < b .  E n effet b <  a entrarne fa <  a* <  z , done aq =  z  
c’e s t-à -d ire  n < q .

Nous pouvons done avoir a <  b si q <  n et dans la partition  de Py en 
élém ents de m ème ordre tou t élém ent d ’une classe est inférieur à tou t élé- 
m ent d ’une classe correspondant à un  ordre plus petit. L a chaìne

a <  a2 <  ad <  • • • <  an~x <  an =  z

est décomposée en classes par cette partition  et b se place dans la classe de son 
ordre e n t r e e  et univoquem ent déterm inés si ordre a*<  ordre b <  ordre 
as+1 , m ais qui n ’est pas univoquem ent déterm iné en général si la chaìne 
a <  a2' • * <  an <  z  a une intersection non vide avec la classe de Py consti- 
tuée p ar les élém ents de P / de mème ordre que b.

Q uoiqu’il en soit, d ’une m anière unique pour un  ordre total s’il en existe 
un sur Py j on a s univoquem ent déterm iné tei que

as<  b <  as+1

et il en résulte
as+1 <  ab <  ^ + 2,

d ’où:
a <  ab 

b <  ab,

et Py est bien archim èdien puisque si a <  b, il existe n  tei que b <  an .
On verrait naturellem ent de mème que N y , est aussi, pour Pordre opposé, 

positivem ent ordonné et archim èdien.
L ’exemple de 0- /-d em i-g ro u p e  Py:

a b ab ba z 0
1 z

a ab ab z z z t0 ba
b ba z z z z

0 ab
ab z z z z z

ba z z z z z
10
1
t

b

z z z z z z 0
a

m ontre que Py n ’est, en général, ni com m utatif ni ordonné d ’une m anière 
naturelle.

Gonsidérons m ain tenant les fuseaux sans idem potents Ov .
T h ÉORÈME 4. -  Tout fu sea u  O sans idempotent d 'u n  O-demi-groupe  

admet une image homomorphe qui est une partie positive stable du groupe ad- 
d i t i f  des rationnels.
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D ans le fuseau <D considérons un  élém ent fixe b. Soit a un élém ent quel- 
conque de <D et m  et n  des entiers positifs tels que am=  bn. Si on a aussi am'=  bn', 
il en résulte amn' =  am'n. O r tou t élém ent de O étan t d ’ordre infini, ceci entrarne 
m n f— m ’n et à tou t élém ent a du fuseau on associe le rationnel n\m . Soient 
alors a et a’ deux élém ent de ® auxquels nous associons ainsi njm  et n ’\m r. 
Supposons que pour un ordre to tal de <J> on ait par exemple aar <  a'a; le 
lemme nous donne:

M ais

et on a

amm' a,mm' <  (<aa')mm' <  (a'a) mm' <  a’mm' amm\

Qinm1 qJ mm' Jyfim' tn'm oJmm1 Qmm'

(aa')mm' =  (a' d)mm' fonm'-\-n m

qui m ontre que aa! et a'a  ont pour image n\m  +  r ì \m ' .
L ’application est done bien un  hom om orphism e de <D dans le cone po- 

sitif du groupe additif des rationnels.
On a de plus:
PROPOSITION io . -  Tout fu sea u  O totalement ordonné contenant un ele­

m ent f —p o s itif c est positivement ordonné et archimèdien.
D ’abord tou t élém ent a est faiblem ent positif car as — d  , c2 >  c , a2 <  a 

entraìnent, les élém ents é tan t d ’ordre infini, c*< c2t , a2s <  as , a2s <  c2t en 
contradiction avec a2s =  c2t,

Soient alors a et b deux éléments quelconques de <E> et supposons a <  b, 
comme il existe les entiers positifs m  et n  tels que am =  bn et puisque b est 
faiblem ent positif on a b <  am et b se place dans la chaine des puissances de a\

(1) as <  b <  as+1

d ’où encore as+1<  ab<  as+2 et O est positivem ent ordonné et archim èdien.
2. ìConsidérons m ain tenant le cas particulier d ’un O -dem i-groupe véri- 

fiant la condition:

(G) aP =  al* entraìne a =  a ' .

D ans un  tei dem i-groupe, les fuseaux Fev contenant un idem potent se 
réduisent à pet idem potent et la partie avec torsion T  est stable -  c’est une 
bande. L ’application de a sur m \n  est alors injective car si a 1 s’applique aussi 
sur m \n y c’est que am =  a tm done que a =  a ' .

On a done:
T h eo r em  e 5. -  S i  D est un  O-dem i-groupe vérifiant la condition'.

(G) an — a'n entrarne a =  a1.

D est la reunion d 'une bande et d 'une partie  <I> qui admet une partition en 
O -dem i-groupes isomorphes à des parties stables positives du groupe add itif 
des rationnels.
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Nous appellerons dem i-groupes rationnels de tels dem i-groupes, ils 
sont done en particulier abéliens.

L a condition précédente est réalisée pour un O -groupe puisque a <  a ’ 
entrarne, l’isotonie y é tan t stricte,

an <  a'n

Dans ce cas T  se réduit à { u }  et du Théorèm e 5 on déduit im médiate- 
m ent [9] le résu ltat suivant:

T h ÉORÈm e  6. — Tout O-groupe admet une partition  en parties stables 
<Dv, ; , v e  W e { i  , 2 }  et {u } telle que les parties ®Vji U  ®Vj2U {z/} pour tout 
v e I sont des group e s rationnels.

3. Pour term iner nous ferons les rem arques suivantes:
1) D ’abord la structure algébrique donnée par le théorèm e 5 pour 

un dem i-groupe D vérifìant la condition G et pouvant ètre totalem ent ordonné 
serait encore vraie si on savait que D peut ètre m uni d ’un ordre tei que Tori 
puisse en déduire encore que les fuseaux sont stables, totalem ent ordonnés 
et que la condition G est satisfaite. Il en est ainsi, par exemple, pour les dem i- 
groupes D, considérés par A. B igard [io], qui adm etten t un ordre tei que:

i°  D est positivem ent ordonné
20 (3 n , an<  bn’)=> a <  b
30 D n ’a pas de paire anom ale [ 1 ].

2) Nous rem arquerons enfin que nous ne savons rien sur la fagon 
dont se m ultiplient deux élém ents n ’appartenan t pas à un m èm e fuseau.

Nous ne savons pas non plus si, lorsqu’un élément d ’un fuseau ®v est 
plus petit q u ’un élém ent d ’un  fuseau Ov , tout élém ent de <l>v est plus petit 
que tout élém ent de ®v, . Néanm oins: S i  n  E®v e s tf-n èg a tif , si p  €®v , e s t /-p o ­
s i t i/  et si n <  p, tout élément n f £ ®v est p lus petit que tout élément p ’ de <Iy.

E n effet, de n ,s — n* , p 1m — p pour des entiers positifs convenables, 
résulte n 's* < p ,im et, puisque tou t élém ent de ®v e s t/-n é g a tif  et tou t élém ent 
de ®v , /-p o s itif , pour tou t N >  sq et M >  tm  on a n m <  p ,M.

Prenons en particulier M =  N il vient n™ <  p /N qui entrarne bien n'  <  p ’.
3) A partir de dem i-groupes D v , v e I disjoints, on sait que l’on peut 

constrnire leur « somme ordinale » D , [1], en prenant la réunion ensembliste

D =  u  Dv
v C-1

ordonnant totalem ent I et définissant la m ultiplication dans D de la m anière 
suivante:

xx désignant un  élém ent de D ,̂ nous posons:

bx> ~  b%! a% =  by si X <  X' 

ax bx dans D =  ax bx dans D ,̂ .

D est bien un  dem i-groupe.
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D est ordonné par:

ay  <  bx si X — V et si dans D x : ax <  bx . 

aw || bx , si X 4= V-

Si les sont ordonnés d ’une m anière naturelle la condition (a) perm et 
d ’ordonner D totalem ent, et D est alors ordonné d ’une m anière naturelle 
(Clifford [ n ] ) .  L o rq u ’il n ’en est pas ainsi il faut rem arquer que l’ordre total, 
extension de l’ordre considéré, obtenu en posant ax <  by  si X<X'  ne fait 
pas en général de D un  dem i-groupe totalem ent ordonné. En efifet pour que 
D soit un  dem i-groupe ordonné il faut que l’isotonie soit vérifìée.

O r prenons x y  0 D ^'. On doit avoir

ax xx' =  xx> <  bx> xx» 

x y  ax =  xx» <  Xy by  ,

et ceci n ’est vrai que si D*/ est positivem ent ordonné (cf. [1] p. 173 et [10] p. 4).
On a done sans peine:
PROPOSITION i i . — L a  somme ordinale des demi-groupes totalement or­

donnés D v : D =  U D v admet un ordre total extension de ces ordres totaux si et
y c I

settlement si tons les Dv , sa u f èventuellement le prem ier s 'i l  existe , sont posi­
tivement ordonnés.

On a aussi que:
L a somme ordinale D de groupes totalement ordonnés ne pent ètre ordonnée 

totalement de manière que V application de D sur  A donnée p a r gx X soit 
isotone, s' i l  y  a p lus d 'un  group e qui n' est pas reduit à {ex}.

On peut encore rem arquer que Ton peut toujours trouver un O -d em i- 
groupe D ayan t pour fuseaux des O -fuseaux  donnés du type <DV, et aussi 
des O -fuseaux  du type , mais à condition que tous, sauf un au plus, se 
réduisent à leur partie Py ou Ny.
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