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Geofisica. — L ’equazione di Rayleigh e le onde di Somigliana. — 
II. L a  teoria di Somigliana; rettifiche, conseguenze. Nota (*} del Socio 
P i e t r o  C a l o i .

Summary. — Somigliana’s theory on the seismic wave propagation at the surface of 
a solid, elastic, isotropic, indefinite medium is briefly described. Some rectifications and 
extensions of the theory allow a new interpretation of the Rayleigh equation, which will 
theoretically explain certain systems of seismic waves, so far left without convincing physical 
justification.

i. Nel 1917 Carlo Som igliana [1] espose una teoria sulla propagazione 
delle onde sismiche alla superficie di un mezzo elastico, omogeneo isotropo 
indefinito, che conduce all’equazione di Rayleigh, senza aver fa tta  nessuna 
prem essa restrittiva sulle velocità, come avviene neH’originale teoria di R ay 
leigh.

Il lavoro di Som igliana passò pressoché inosservato, perché -  a quell’epoca- 
le ricerche sismologiche non avevano ancora raggiunto posizioni tali da con
sentire una  verifica della teoria (i ten tativ i com piuti, a questo riguardo dal
l’autore, risultarono infatti insostenibili [2]). Inoltre, la trattazione risultò 
non esente da m ende, che ne falsarono l’indubbio valore. R ichiam o qui di 
seguito le principali. Le equazioni (21) -  p. 378, della N ota I - ,  dovevano 
essere scritte

t a n g & a = ± - V  , ta n g » , — ±1/3-.
V 3

P ertan to  solo una coppia costituita da u n ’onda incidente, trasversale o 
longitudinale, con la riflessa longitudinale o trasversale, potevano soddisfare 
le equazioni di condizione (15) -  p. 376 - ,  contrariam ente a quanto  è soste
nuto nel testo originale.

In  calce a p. 19 della N ota II I  (6 gennaio 1918), Som igliana cosi si 
esprime: « Per u n ’inesattezza di calcolo nelle formule (23), (23'), (24) della 
N ota I e nelle corrispondenti della N ota II, figurano indebitam ente le costanti 
ai , 0C2. Esse devono porsi entram be uguali all’unità; perciò anche il loro 
rapporto  non può essere arbitrariam ente fissato, come è detto alla fine della 
N òta I ». Senonché, in base alle posizioni fatte nella N ota I, e specialmente a 
p. 372, effettivam ente le costanti ai , a2 sono del tu tto  arbitrarie.

N ell’espressione ad esponente di e — p. 475 della N ota II -  va soppresso il 2.
Le parti reali delle (6) -  p. 474, N ota II -  non sono precisam ente 

quelle riportate  a p. 475 della stessa Nota: in queste ultim e va m utato  il 
segno di wi, e ; inoltre, i seni vanno sostituiti con i coseni, e viceversa.

(*) Presentata nella seduta del 12 novembre 1966.
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L ’A utore, a cui esposi le obiezioni alla sua trattazione, rispose con lettera 
del 2 maggio 1942 (che ancora conservo) trovandole tu tte  giuste. Concludeva 
testualm ente -  a quell’epoca si usava anche il Voi «Vi rinnovo l’espres
sione della m ia g ratitud ine pel lavoro di revisione che avete com piuto . . . ».

R ipresa negli ultim i anni, la teoria di Somigliana -  con le modifiche accen
nate -  mi parve rivestire notevole interesse, anche ai fini dei contributi che 
essa può portare alla conoscenza delle caratteristiche della crosta terrestre.

R itengo pertan to  opportuno riassum erla qui brevem ente.

2. R iferiam o la superficie -  supposta piana -  della T erra ad una terna 
di assi ortogonali; coincida xy  con la superficie terrestre e z  sia rivolta positi
vam ente verso lo Zenit.

Com ’è noto, le onde di Rayleigh interessano il piano zx. Consideriam o 
u n ’onda p iana com unque diretta nello spazio, sia

ocr +  y z  =  k  , k  costante
il suo piano d ’onda.

Se d  è la distanza del piano considerato dall’origine degli assi, si ha

l/a2-f-y2

Inoltre se p  i  la pulsazione dell’onda, v la sua velocità nello spazio, v3 

la velocità della sua traccia in superficie, è ancora

( 0 Va2 +  y2
pV% ~ a

Per cui, se e è l’angolo d ’em ergenza dell’onda, consegue

(2) sin e — , cos e =  a •
Voc2 +  y2 Va2 +  y2

Consideriam o ora due onde piane, una longitudinale, l’altra trasversale; 
saranno rispettivam ente contrassegnate dagli indici 1 e 2.

Siano vi , V2 le loro velocità di propagazione e e\ , i rispettivi angoli 
d ’em ergenza in superficie. Per le (1), (2) è

vi =  (^3)1 cos é?i , V2 =  (^3)2 cos e2 .

Affinché le velocità superficiali (^3)1 , (2/3)2 risultino uguali, dovrà essere

(3) vi- oc2

/«1 +  TÌ
—  V2 -

2 1 2*1 +Yi

Si possono quindi pensare infinite coppie di onde piane, una longitudinale 
e l’altra trasversale, caratterizzate da identiche velocità di propagazione super
ficiale.

Se 9 e <]> sono due funzioni generiche di oc# +  yz ■— p i  -  dove t significa 
il tem po -  e se con u , w  si indicano le componenti secondo l’asse x  e l ’asse z
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rispettivam ente, potrem o scrivere, a rappresentazione della coppia di onde 
prescelte,

(4)
u\ =  ai 9 (ai x  +  Yi z ■

wi =  Yi <p («1 x  +  Yi z ■
-P i t) 
'P i *)

[12 = Y2 4 * (a2 x + Y2 z — p 2 t)

=    a2 ^(a2# + Y2#'   p 2 t).

Nella sovrapposizione delle due onde, le risultanti del m ovim ento orizzon
tale e verticale in superfìcie possono scriversi

U = U\ U<l , W — W\ W2 .
L a propagazione in superficie di onde, che nascono dalla com binazione 

di u n ’onda longitudinale e di una trasversale, richiede si annullino per z  =  o, 
le tensioni norm ale e tangenziale

(5)
( N 3 =  A & + 2 p 4j

T2 =  ^ £ +
d w

d z

dudove A, jx sono le costanti di Lam é e #  =  - ^  +  ~  è la dilatazione cubica
Posto

(6)

si ottiene

dz

£1 =  ai x  +  yi 2  —  P ii £2 =  a2 x  +  Y2 z —  p i t ,

N3 =  [A af +  (A +  2 jx) y2] cp'(^) — 2 [xa2 y2 4»'(£2)

T2 =  jx [2 ai yi cp'(̂ i) +  (T|  — a|) <]/(&)],

in cui l’apice ' significa derivazione rispetto a o £2 rispettivam ente.
L a nuova onda, che nasce in superficie dalla sovrapposizione delle onde 

costituenti la coppia iniziale, esige l’unificazione delle rispettive funzioni ra p 
presentative: cp e <j; dovranno quindi confluire in u n a  stessa funzione. 

Pertanto, fatto
Si'» '(& ) =  A®'

+'CW  =  B ® '( A ) ,0C2

(7)

e ricordando la seconda delle (i)  e le (6), avrem o

\ 9 '& i) = A ® f(x —  vdt)
] . V ( £ 2) =  B®Xx —  V3 t),

dovendo essere, in superfìcie

(^3)1 =  (^3)2 =  v% ,

il che consente altresì l’unificazione degli argom enti della O'. 
L ’annullarsi della T2 conduce alla condizione

B ==À 2 ai yi 
2 2 ’

a2“  T2
(8)
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sicché, per N3 =  o, si ottiene

(9) +  (X +  2 [x) y*] (a* —  yP =  4 (̂ «1 Yi a2 y2 ,

che le (2) consentono di trasform are nell’equazione

( i o )  [X +  (X +  2 jx) tang2 ri)] (1  —  tang2 e2) =  4 jx tang ri , tang r2 . 

Poiché

( 1 ^  ( ^ i  — vl y  +  ~ j  ; (v*)\ =  v\ ^1 +  ■—-j

e, in superficie, (2/3)1 — (2/3)2 =  2/3, dalla (9) consegue

(12)

È questa la notissim a equazione di Rayleigh (infatti, essa coincide con 
la (23) della N ota precedente [3]).

L  eccezionale interesse di questa teoria non sta tan to  nel raggiungim ento 
di una form ula per la velocità v3 form alm ente identica a quella raggiunta da 
Rayleigh, quanto  nel fatto che le soluzioni della (12) non sono condizionate 
da limiti im posti da confronti di velocità, bensì dalla necessità di soddisfare 
la (io).

Possiamo quindi dire che due onde, una longitudinale e l’altra trasversale 
-  ciascuna con i l  proprio periodo -  interferendo in quel punto  della super
ficie dove raggiungono la stessa velocità 2/3, danno luogo, se è rispettata  (io), 
a onde superficiali, periodiche o non periodiche. Anche sotto questo punto di 
vista, la teoria di Som igliana appare m olto più generale di quella originaria 
di Rayleigh.

v\
Posto X =  — , l’equazione di Rayleigh si può scrivere

( o ) ì + 2 ) z. _ 8( A + 2 ) z a + 8 (3 A  +  4) ; ( . I 6 I -  +  I | “ 0.

Si vede subito che questa equazione am m ette sempre una radice m inore 
dell’unità. Ed è noto che solo in corrispondenza di detta radice, nella teoria 
di Rayleigh, la (12) ha significato fisico, in forza della condizione 2/3 <; 2/2.

Nella teoria brevem ente esposta tale lim itazione non sussiste: esiste invece 
una diversa condizione da soddisfare, quella espressa dalla (io). Ciò significa 
che tutte  le radici reali della (13) possono avere significato fisico.

Facciam o un  esempio. L a (13), per il rapporto  di Poisson <7= 1/4, e quindi 
per X =  pi, diviene

3  x 3  _ _  2 4  X 2 +  s 6  x  _  3 2  ^  Q

Le radici, tu tte  reali, sono

1̂11 4 ì Xn — 3 ?1547 > Xr =  0,8453.
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Per quanto  concerne la Xr , si vede subito che da essa conseguono valori 
negativi per

2 2v3 vz
tang2 *1 =  —-----1 , tang2 2̂ =  -----1.

v i  ^2

Le onde, longitudinale e trasversale, da cui, in superficie, dovrebbero 
tra r origine le onde di Rayleigh, emergono con angoli im m aginari.

D alla Xni si deduce

vz — 2 V2 ;

si ha inoltre
2 2V» v*

tang2 e\ =  — I =  —

4tang2 ez =  —-----i =  3.
*2

Ne viene

(14) tang  =  ±  —  ; tang <?2 =  T  Ì 3 ■
V 3

Per quanto  riguarda i segni, la (io) infatti è soddisfatta dagli accoppia
m enti +  con —  ,0  —  con +  ; gli accoppiam enti con segni uguali conducono 
alb assurdo. Q uesta è una delle principali sviste sfuggite a Somigliana.

Poiché conclusioni analoghe valgono per qualunque valore di a al quale 
corrispondono tre radici reali per la (12), se ne deduce che, nella teoria di 
Som igliana le onde di R ayleigh propriam ente dette non hanno luogo (i loro 
piani d ’onda infatti degenerano in sistemi di rette parallele). Assum ono in
vece un significato notevole le radici reali m aggiori dell’unità: le eventuali 
onde corrispondenti alle (14) nascono dall’accoppiam ento di u n ’onda longi
tudinale (trasversale) incidente con la corrispondente onda trasversale (longi
tudinale) riflessa.

A lla (14) corrispondono le coppie di angoli di em ergenza

e i=  ±  30° ; £2 =  =F 6oQ;

oppure, indicando con i l’angolo d ’incidenza, le coppie di angoli d ’incidenza

il =  ±  6o° ; h =  =p 30°.

Alla radice Xn =  3,1547, corrispondono analogam ente gli angoli

i e\ =  ±  12° 47'
{ oppure
\ e2 =  =F 55° 44 '

i i = ±  77°i2 ' 
Z2 = = F 34° i6 '.

Pertanto , quando -  per <7=1/4 -  onde longitudinali (trasversali) inci
dono sotto angoli di 6o° (30°) oppure 770 13' (340 ió '), se ad esse corrispon-
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dono onde riflesse trasversali (longitudinali) con angoli di riflessione pari a 
30° (6o°) oppure 340 16' (77° 13')» potranno  generarsi in superficie onde che 
chiam erem o di Somigliarla. N aturalm ente, per la loro effettiva insorgenza 
dovranno essere contem poraneam ente soddisfatte le leggi della riflessione di 
onde elastiche contro una superficie di discontinuità. In  particolare, si dovrà 
avere

sin 22 _
sin ii v \ ’

ciò che nei casi sopra riportati (corrispondenti ai valori di Xin > Xn) effettiva
m ente si verifica, come è facile provare.

N on intendo qui esporre l’in tera teoria di Somigliana (che presenta, d ’al
tronde, altri lati interessanti), cosa che mi riservo di fare in altra  sede.

M i è bastato  richiam are l’attenzione sul ruolo singolare che l’equazione di 
Rayleigh viene ad assum ere in detta  teoria; e sulle interpretazioni delle sue 
radici m aggiori dell’un ità  nel campo delle indagini sulla n a tu ra  della crosta 
terrestre. È  appunto  su di esse che io intendo soffermarmi.

Innanzitu tto , ha interesse stabilire in quale intervallo dei possibili valori 
di or, l’equazione di R ayleigh ha tu tte  e tre le radici reali. A  questo riguardo, 
la T abella I ripo rta  i valori delle radici dell’equazione di Rayleigh, corrispon
denti a valori di <7 variabili fra 1/2 e o, cioè fra l’incom pressibilità e la m assim a 
rigidità.

T a b e l l a  I.

Per valori di a compresi fra 0,26305 e 0,5, soltanto la radice m inore della 
un ità  è realei; le altre sono complesse.

P ertanto , onde di Som igliana possono verificarsi solo per mezzi aventi 
un  rapporto  di Poisson non superiore a 0,263, cioè Per inezzi aventi rigidità 
sufficientemente elevata.

17 . -  RENDICONTI 1966, Voi. XLI, fase. 5 .
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T a b e l l a  II.
Angoli d 'incidenza ( + )  e riflessione (—) per onde longitudinali (1) e trasver

sali (2), efficaci per la formazione di onde di Somigliana.

0 R a d i c i i l h

l X n  —  2 , 0 0 0 0 ±  9 ° o T  4 5 °
0 , 0  .............................................................. 1

! X „ I =  5 , 2 3 6 0 ±  3 8 °  IO ' 2 2 »  5 5 '

X n  = 3 , 1 5 4 7 ±  7 7 °  1 3 ' T  3 4 °  1 6 '
0 , 2 5  ...................................... ....................

X m  =  4 , 0 0 0 0 ±  6 o ° T  3 0 0

0 , 2 6 3 0 5  ................................................ X n  X m  3 , 5 7 5 4 ±  6 8 °  5 1 ' T  3 - i°  5 6 '

Xi
0.91 -- 

0. 90 -■

0.88 -

0.86 - 

0.85 

0184 - 

0.83 - 

0.82 -

0.80 -

0.78

0.764 <
0.76 0.0 .0.1 

Fig. I.

0.5
0.26505

Le radici reali dell’equazione di Rayleigh per a variabile fra o e 1/2.

L a Tabella II dà i valori delle coppie i±y i%y alle quali possono corrispondere 
onde di Somigliana, per i casi a =  0,0; =  0,25; =  0,26305. L a fig. 1 rip ro 
duce i valori reali delle radici dell’equazione di Rayleigh, per a variabile 
fra o e 1/2.
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