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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 12 novembre ig66  

Presiede i l  Presidente B e n ia m in o  S e g r e

N O T E  D I  S O C I

Matematica. — Coppie d i form e binarie a jacobiano definito, e 
form,e antidefinite o massim ali in campo reale. N ota I ^  del Socio 
B e n i a m i n o  S e g r e .

SUMMARY. ■— The content of the present paper (relative also to Note II, due to appear 
in the next issue of these « Rendiconti ») is explained in detail in § I where, besides, historical 
hints on some related topics are to be found. After a number of introductory remarks (§ II; 
cf. n. 4 for the definitions of some suitable new terms), § III deals at length with the 
Jacobian of an oo1 linear series of sets of points on a line, considered over the real field, in 
connection especially with the “ separation ” property of two of those sets.

I. -  I n t r o d u z io n e .

i . Il problem a di determ inare il n u m e r o  d e g l i  z e r i  r e a l i  di 
una form a b inaria a coefficienti reali venne da molto tem po brillantem ente 
risolto dallo S turm  [<< Mém. Acad. Roy. Sc. Inst. France», 6, 273-318 (1835)] 
coll’introduzione della successione che oggi porta il suo nome. R estava tu ttav ia  
la questione -  giudicata allora molto difficile d) -  di esplicitare tale suc­
cessione in funzione dei coefficienti della forma; questione che venne poi 
sviscerata da Sylvester [7 ]-[i4 ] e da Cayley [ i]-[4 ] in tu tto  un complesso di 
m agistrali lavori. Ad essa ebbi ad arrecare recentem ente contributi semplifi­
catori in tre  N ote lincee [5], prive però di Bibliografia, nella terza delle

(*) Presentata nella seduta del 12 novembre 1966.
(1) Cfr. l’ultima nota a pié di pagina in [7] ed' il capo verso finale in [8].

16. -  RENDICONTI 1966, Voi. XLI, fase. 5.
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quali perseguii inoltre un nuovo punto di vista nel caso di particolare rilievo 
in cui le radici reali abbiano ad essere tu tte  s e m p l i c i  ed in num ero 
e g u a l e  al grado della form a (2) 3.

D etto punto di vista viene qui ripreso lasciando cadere l’ipotesi restrittiva 
della sem plicità delle radici. Si giunge così ad estensioni e approfondim enti dei 
risultati conseguiti in quella N ota I I I ,  riguardanti fra l’altro le serie lineari 
001 reali a jacobiano definito, gli hessiani delle forme binarie in cam po reale e 
la « separazione » fra forme siffatte. I principali fra essi vengono riassunti dai 
seguenti otto enunciati (rispettivam ente stabiliti nei nn. 6, 7, 8, 9, 13, 15, 16, 19), 
dove la term inologia è quella specificata poi nel n. 4 ed include fra l’altro gli 
a ttribu ti di « antidefinito » e di «m assim ale» che compaiono nel titolo <3>.

T e o r e m a  l. -  Se una serie lineare y* reale su d i una retta ha i l  proprio  
gruppo jacobiano d e f i n i t o , allora due g rupp i d istin ti qualsiansi d i quella 
s i  s e p a r a n o  , talché ogni gruppo della y* contiene u n o  s t e s s o  n u ­
mero n* d i p u n ti reali (necessariamente semplici per esso), dove 1 <  n* <  n.

TEOREMA II. — Se due grupp i reali d i p u n ti d i una retta sono m a s s i ­
m a l i  e s i  s e p  a r  a n  0, i l  loro jacobiano risulta d e f i n i t o ,  ond' essi 
determinano una  y* i  cui g ru p p i a due a due si separano e sono quindi t u t t i  
m a s s  i m  a l i .

T e o r e m a  I I I .  -  Se i g ru p p i reali d i una  y* su d i una retta sono t u t t i  
a n t i d e f i n i t  i, i  g ru p p i che si ottengono da essi sopprimendo i l  gruppo  
base d i y* sono tu tti m a s s i m a l i  e a due a due s i  s e p a r a n o .  I l  gruppo  
jacobiano d i  y* si ha allora coll'aggregare a l doppio del gruppo base un certo 
gruppo definito, talché risulta esso stesso d e f i n i t o  (se non v i sono p u n ti  
base) oppure s e m i d e f i n i t o .

TEOREMA IV . -  Affinchè un gruppo f  reale d'ordine n >  3 d i una retta 
risu lti a n t i d  e f  i n  i t  o, occorre e basta che -  fissato ad  arbitrio una volta 
per tutte un intero i soddisfacente alle i < i < n  —  2 -  o g n i  gruppo polare 
(semplice 0 misto) d i i  p u n ti reali della retta rispetto ad f  sia antidefinito od 
indeterminato. L a  seconda eventualità rimane 'esclusa se nessuno d i quegli i 
pun ti appartiene ad  f ,  nel qual caso, anzi, se i l  gruppo antidefinito f  non è iper- 
singolare neppure i l  relativo gruppo polare lo è.

TEOREMA V . -  Se un gruppo f  reale d'ordine n  >  3 d i  una retta è tale 
che l'hessiano H d i f  non contenga p u n ti reali d istin ti dagli eventuali p u n ti  
m ultip li reali d i f  , ne rimane determinato un intero m* soddisfacente alle 
i <  m* <  n —  1 per guisa  che i  g ru p p i che si hanno dagli f Q p r im i polari 
rispetto ad f  dei singoli p u n ti  O reali della retta, col prescindere dai p u n ti che 
cadono nei suddetti p u n ti m u ltip li d i f ,  constano ciascuno in  campo reale d i 
esattamente m* p u n ti d i s t i n t i  ed inoltre a due a due s i  s e p a r a n o .

[2) Un criterio di tutt’altro genere, relativo a questo caso, era stato precedentemente 
assegnato da A. Borchardt, « Journ. de Math. », 12, 50-67 (1847).

(3) Tale terminologia, semplice e naturale ma non di uso corrente, ci sembra bastan­
temente giustificata dall’impiego che qui ne facciamo. Essa può venire raffrontata con quella 
d’altro tipo, notevolmente fantasiosa e ramificata, indicata nel « glossario » posto alla fine 
di [11].
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Se m* >  2, ad' f  appartengono allora precisamente m f  +  1 p u n ti reali 
distin ti (semplici 0 m ultipli). N e discende che se -  com'è ben possibile (cfr. i l  
n. 12) -  le fo rm e f  ed  H sono entrambe definite, dev'essere m* =  1 (talché la 
corrispondenza che associa ad ogni O i  p u n ti del relativo fo  risulta ora biunivoca 
senza eccezione m  campo reale). R isu lta  invece impossibile che simultaneamente 

f  contenga un sol punto reale ed  H sia definito.
TEOREMA V I .  -  Se  / ,  g  denotano due gru p p i m a s  s i m a l i  d i p u n ti 

d'ordine n  > 2  d i una retta che s i  s e p a r i n o , e se Oi , O2 , • • •, sono 
k  p u n ti reali qualsiansi -  eventualmente ripetuti -  della retta (1 < k < n — 1), 
anche 1 grupp i polari f o xot ... ok , g o ^ ^ . . .ok s o n o  m a s s i m a l i  e s i  
s e p  a r a n o .

TEOREMA V I I .  -  Affinchè una fo rm a  binaria f  d i grado n  >  3 sia m a s ­
s i m a l e  (e cioè ammetta n zeri semplici reali), occorre e basta che ciascuna 
delle fo rm e hessiane \ l pq (p  >  o , q >  o , p  +  q <  n ■— 3) -  d i cui a l n. 3 -  
risu lti d  e f  i n i  t  a n e g a t i v a .

T e o r e m a  V i l i .  -  Condizione necessaria e sufficiente per la m a s s i -  
s i  m  a l i  t  à d i una form a q u i n t i  c a binaria in campo reale, è eh'essa 
abbia discrim inante positivo e che la sua hessiana risu lti una fo rm a  definita.

I I . -  P r e l im in a r i .

2. S tabiliam o anzitutto  la seguente proposizione (certam ente nota in casi 
speciali), che ci verrà poi utile nell’ipotesi che la si riferisca a coppie di r  — 2 
funzioni razionali intere.

le f i  >gi (f = 1 > 2 > • * *, r  ; r  >  2) designano due r-p le  d i funzion i 
omogenee d i classe C1 rispettivamente dei gradi m f f o  ed n in r  variabili 
x j (J  =  1 , 2, • • •, r), e se f r a  esse intercedono le relazioni

( 0  Si — M i  (7 =  1, 2, • • -, r)

ove h denoti una funzione (omogenea d i grado n — m) nelle stesse variabili, 
allora g li jacobiani I , J delle / ,  g  rispetto alle x  risultano legati dalla

J m

D erivando am bo i m em bri della (1) rispetto alla variabile x j , e designando 
la derivazione rispetto  ad Xj coll’apposizione dell’indice j ,  si ha tosto infatti

gij =  hf i j  +  h jf i .

R isulta pertanto  (usando notazioni evidenti per rappresentare determ inanti 
in poco spazio):

J | gij I i ,j = 1 , • • ■, r h j f\j  | i, j  = 1 ,. . ., r +
r

+  2  I'1* ~ 1 I f i i  ' ■ ' f i , j - l ,  h j f i  , f i j +l ■ ■ • f ir \i= l,...,r ■
J=1 . '-
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Se ora applichiam o prim a ad /*• e poi ad h il teorem a di Eulero sulle funzioni 
omogenee, deduciam o successivam ente

j  = h r i  + X
1

h r - lh j  
m fix ’ ’ ' fiy j — 1 > ^  f i l Xl i f i j+ l  * * ' ftt1=1 i  — 1 , • • • , r

=  h r I hr -  1 

m ŷ Lé \ f i .  ' * * f i y j — 1 J i j X j  ) f i y j + 1  ' * ' f i r  | * =  1 ,  • • ■, r  —
J=1

=  h r l +  — r % hJ xj  1 =  (1 +j =1
A 'I =  —  A 'I  ,

onde l’asserto.
R am m entando che l’hessiano di una funzione non è ovviam ente altro 

che lo jacobiano delle sue derivate prime, e poiché dalla g — f s seguono le 
gi =  Sf s~xf i  (i =  1 , 2 , • • •, r), analoghe alle (1) m a dove Pindice i  denota 
ora derivazione rispetto ad x iy la proposizione testé stabilita porge senz’altro 
che:

Se f  ed s designano una funzione omogenea d i classe C2 in r  variabili avente 
grado n  =j= 1 ed una costante qualsiansi, f r a  g li hessiani Hy ed rispettiva­
mente d i f  e g  = f s intercede la relazione

— sr - fr i* -  1) HL/  •

3. In  seguito, il nostro studio verterà sem pre soltanto su forme algebriche 
binarie a coefficienti reali. U n a  form a /  siffatta, supposta di grado n >  1 
nelle variabili x 1,x 2ì verrà quindi espressa dalla

colle at reali. Posto per abbreviare

m =  n —  p — q ( p > o  , q > o  , o <  m < n ) y
d* + 9f

talché /oo =  f ,  risulta

f pq dx{Zxl ’

t  PQ wt I ^
m \ m — i i

f pq “  \ 4 ) a*+i Xl x 2 ;

pertan to  -  sotto la condizione p  +  q < n  —  2, ossia m  >  2, la quale im plica 
n > 2  -  l’hessiano di f Pq (che denoterem o con H pg) sicché Hoo =  H =  Hy 
sarà l’hessiano di / )  è dato da

pq f p  + 2 , q f p  , q+2 ' f p + l , q  + l  •

Più particolarm ente, se m  =  2 ossia p  +  q — n  —  2, si ha dunque

( f )  g-—2,$- ~  &q ^ 4 -2  ^ + 1  J
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m entre se m  >  2, ossia p  -f- q <  n  —  2, ed inoltre naturalm ente p  >  o, 
q >  o (il che im plica n  >  3), risulta

(3) ^ = = ^ l 2)l ( H , _ g_ 2„ ^ ~ 4 +  . . .  +  H ^ _ ^ _ 2^ - 4),

dove i puntin i stanno per term ini di grado 2 m  —  4 nelle ^  in ciascuno dei 
quali com pare x\x<i a fattore.

4. Se le a non sono tu tte  nulle, alla form a / s i  può associare r  e q u a z i o ­
n e  f  = 0  che, in trodotta la nuova variabile x= = x i/x 2, d iventa

(4) f ( x )  =  a0xn +  na\xn~ x +  ĵa2xn~ 2 +  •. •-)- an =  o.

Sulla re tta  (reale) in cui x \  , x 2 siano coordinate proiettive omogenee, epper- 
tan to  x  sia coordinata proiettiva non omogenea di punto, la (4) definisce un 
g r u p p o  ( r e a l e )  d i  p u n t i  che denoterem o ancora con /  e di cui 
n verrà detto Pordine. Se fra tali punti ve ne sono n r (>  o) di reali e distinti, 
assum erem o n* =  o se n '=  o; m entre se n r >  o, designate con k \ , k2 , • • •, kn* 
le m olteplicità di detti punti, porrem o

wf =  k\ -p k2 +  • • • -fi knt ,

talché denoterà il num ero dei punti reali /  contati ciascuno con la rispettiva 
m olteplicità. È  chiaro che

o <  n* <  n* n* =  n (mod 2),

in quanto  (n —  n*)[2 uguaglia il num ero delle coppie di radici complesse 
coniugate d i/(c o n ta te  con le rispettive m olteplicità), e che n r=  o e q u i v a l e  
alla ri* — o.

Se ,71'=ri* =  o, ossia se / è  p r i v a  di zeri in campo reale, la form a /  
risulta fdefinita, e viceversa. Direm o allora che tale è altresì il corrispondente 
gruppo / ;  useremo inoltre in senso analogo anche per i gruppi l’attribu to  di 
semidefinito.

Sia la form a che il gruppo /  verranno detti singolari in campo reale se 
ta luna delle k  è >  2, cioè se n*'> n r. Converrem o inoltre di dire ch’essi sono 
antidefiniti se n * = n  (ossia se t u t t i  gli zeri di /  sono reali), e ch’essi sono 
massim ali se ri1 — n  (ciò che im plica n* =  n  e vai quanto supporre che il 
num ero di zeri reali e distinti d i/  raggiunga il m a s s i m o ,  dato dall’ordine 
n  del gruppo). U n  gruppo ridotto  ad un sol punto O (necessariam ente reale) 
da contarsi k = n  volte, oppure relativam ente al quale tu tti i coefficienti a ven­
gano ad annullarsi, sarà detto rispettivam ente -  per ovvi m otivi -  iper- 
singolare (di c e n t r o  O) od indeterminato.

S e /  -  supposto non avente uno zero alPinfinito (tale dunque che a0^ ó )  -  
è inoltre non singolare in senso assoluto (e cioè privo di radici m ultiple in 
campo complesso), ossia se /  ha discrim inante D / o ,  l’espressione di D in



220 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Voi. XLI ~ novembre 1966

funzione delle radici della (4) m ostra subito che è D >  o 0 D <  o secondoché 
il num ero (n —  ri*'))2 delle coppie di radici complesse coniugate risulta pari o 
dispari, e cioè a seconda che ri* == n  (m od 4) od ri*— n  —  2 (mod 4) <4).

Si dirà che due gruppi f , g  di punti di una re tta  (proiettiva reale) si 
separano, quando siano sim ultaneam ente soddisfatte le seguenti condizioni:

(i) /  e g  abbiano lo stesso carattere n  e non siano né l’uno né l’altro 
indeterm inati;

(ii) /  e g  abbiano gli stessi caratteri r i , ri*, e questi soddisfino alla 
n ' — ri*;

(iii) se ri* =  o, i g ruppi /  e g  siano distinti (ossia le forme corrispon­
denti né coincidano né, più generalm ente, differiscano soltanto per un fattore 
costante); se ri* =  1, l’unico punto reale di /  sia distinto dall’unico punto 
reale di g  (il che equivale alla non proporzionalità dei coefficienti delle due 
forme soltanto per n =  1); se ri* >  2, gli ri* punti reali d i /  spezzano la re tta  
in a ltre ttan ti « segmenti » (intesi in senso proiettivo), ciascuno dei quali con­
tenga a l l ’ i n t e r n o  uno (ed un solo) punto  reale di g.

E chiaro che la relazione di s e p a r a z i o n e  fra due gruppi di punti 
-  testé definita -  ha carattere proiettivo (in campo reale) e risulta scambievole 
rispetto  a quelli. Essa im plica la non singolarità in campo reale di ciascuno dei 
due gruppi, la non coincidenza fra tali gruppi e la non esistenza di punti reali 
ad essi comuni. Inoltre, un gruppo che separi un gruppo m assim ale di punti 
è di conseguenza esso pure m assimale.

O s s e r v a z io n e .  -  È  ovvio che un gruppo dedotto comunque per piccola 
variazione da un gruppo definito è p u r  esso definito. U n  gruppo di punti singo­
lare in campo reale può poi m anifestam ente ottenersi come limite di un varia­
bile gruppo di punti non singolare in campo reale, soggetto alla condizione 
che questo debba sem pre avere i suoi stessi caratteri n  ed ri* ; in particolare, 
ogni gruppo antidefinito può ottenersi come lim ite d i un gruppo massimale. L a 
seconda parte dell’affermazione contenuta nel precedente periodo (ma non la 
prim a) am m ette u n ’inversa: un gruppo d i p u n ti non indeterminato , ottenuto in  
maniera qualsiasi come lim ite d i un gruppo massimale , risulta necessariamente 
antidefinito. U lteriori precisazioni in argomento verranno ottenute nel n. 8.

5. Sia /  un gruppo di punti reale (non indeterm inato) d ’ordine n >  2 di 
una retta , per il quale conserviamo le notazioni del n. 4. Se /  è singolare in 
campo reale, designeremo con P un  suo generico punto m ultiplo reale, di m ol­
teplicità k  >  2, e con <p il g r u p p o  d ’ o r d i n e

nr

E  (k —  1) =  2  &  —  1 ) =  « * _ „ '
p 1 = 1

form ato da siffatti punti P presi rispettivam ente con m olteplicità k -— 1.

(4) Per un’altra meno immediata dimostrazione e per estensioni di questo risultato, 
ved. [5], Nota I, § 3, cor. 2, ed inoltre [6], §§ 1, 4.
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Valgono allora le seguenti proprietà, tu tte  sostanzialm ente note e di facile d i­
m ostrazione.

a) Se  O denota un qualunque punto reale della retta, i l  gruppo fo  (d* or­
dine n  — i) prim o polare d i  O rispetto ad  fi risulta i n d e t e r m i n a t o  se, 
e soltanto se, f  è i p e r s i n g o l a r e  d i centro O, nel qual caso V he's siano H/  
d i f  è pure d i conseguenza indeterminato.

b) Se f  non è ipersingolare, i l  gruppo fo  descrive a l variare d i  O una  
sene lineare oo1, la quale — nel campo reale — ammette precisamente i l  sud­
detto gruppo  cp come g r u p p o  b a s e  (ed è quindi privo d i p u n ti base reali 
nel caso, e nel caso soltanto, in  cui f  sia non singolare in  campo reale). 
È  manifesto che la serie lineare y^ residua, costituita dai g ru p p i ottenuti soppri­
mendo 9 dai singoli f o  , ha V ordine

m — (n —  i) —  (n* ■— n f) =  n +  n ’ — n* — i

ed è p riva  di p u n ti base in  campo reale; si ha inoltre che nessun suo gruppo  
ammette un punto m ultiplo in  un punto reale d i f .

c) Se fi è antidefinito e non ipersingolare, ciascun gruppo della 
introdotta in  b) è massimale (sicché in  particolare ogni fo risulta antidefinito, 
ed anzi massimale, qualora s i supponga f  massimale).

L a c) potrebbe venire precisata m ediante una proposizione estendente 
il lem m a 2 di [5], N ota III ,  § 8, lem m a che include la stessa c) lim itata al 
caso particolare in cui /  sia m assimale; tale proposizione (che per brevità 
non stiam o ad enunciare) risulta agevolm ente deducibile da quel lem m a con 
un passaggio al limite, poggiando sull’Osservazione del n. 4. L a c) im plica 
poi senz’altro che y^ -  nelle ipotesi ivi ammesse -  debba avere un g r u p p o  
j a c o b i a n o  d e f i n i t o ;  quando si tenga anche conto della prim a p ro­
posizione del n. 2, se ne inferisce la seguente estensione del cor. 4 di [5], 
N ota III ,  §8:

d) U hes siano d i una fo rm a  f i  binaria reale, antidefinita e non ipersingo­
lare, è dato dal prodotto del quadrato della relativa 9 (di cui a l principio del 
presente n. 5) per una fo rm a  definita, ed e quindi semidefinito (0, in  p a r ti­
colare, definito) <5>.

A vuto riguardo al n. 4, si ha infine subito che:
e) Detto D i l  discrim inante d i una form a fi binaria reale d i grado n, 

se f  è antideftnita risulta  D >  o. Viceversa, se questa limitazione sussiste ed è 
n  =  2 od n  =  3 (ma non necessariamente per n >  4) la f  orma f  risulta anti- 
de finita', nella lim itazione per  D vale allora il  segno d i uguaglianza se, e sol­
tanto se, f  è singolare in  campo reale (per n =  2, ciò vai quanto dire: se f  è 
ipersingolare).

(5) Relativamente all’hessiano di una forma binaria su di un campo a caratteristica, 
cfr. [6], § 2.
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III .  -  S e r i e  l i n e a r i  oo1 r e a l i  a  ja c o b ia n o  d e f i n i t o .

6. Q uanto osservato dopo la c) del n. 5, suggerisce il problem a di stu ­
diare le yi reali d i una retta (con n  >  2) a gruppo jacobiano definito .

Sia
A l/ (xi , X2) +  A2g (%! , X2) =  o

l’equazione di una siffatta y*, dove /  e g  denotino due forme binarie di grado 
n, a coefficienti reali costituenti due successioni fra loro non proporzionali. 
In trodo tta  sia in y* che sulla re tta  una coordinata proiettiva non omogenea, 
rispettivam ente data  da A =  —  A1/A2 , x  =  x \jx 2, tale equazione -  per ogni x  
che non sia uno zero di g  -  può venir scritta sotto la form a

(5) x = /(* ) /< ? (> )

dov e f ( x )  yg(x )  hanno ovvi significati m relazione alle precedenti f , g  (cfr. il 
n. 4). Per ipotesi, e previo un eventuale scambio di xi  ed x 2, si ha che la forma 
binaria

J (xi yX2) =  d ( / ,  g) I d(Xl , X2)

risulta d e f i n i t a  p o s i t i v a ,  il che intanto implica che / ,  g  non 
abbiano alcun zero reale in comune e che ogni loro zero reale risulti semplice. 
D alla (5) si deduce inoltre con facile calcolo:

(6) —  =  J (*)
w  dx n[g(x)]2 '

Per un A reale od 00 fissato, la (5) rappresenta un gruppo della data  y*, 
i gruppi /  e g  ottenendosi rispettivam ente p e r  A =  o e per A =  00. In  altri 
term ini, la funzione A della x  definita dalla (5) fornisce il valore di A che 
compete al gruppo della y* che contiene il punto x; e, in forza della (6) e 
dell’ipotesi J >  o, tale funzione risulta in ogni punto c r e s c e n t e ,  epper- 
tan to  localm ente invertibile dappertu tto .

D etto ri* il num ero degli zeri reali di /  (tutti necessariam ente semplici 
in forza della J >  o), supponiam o dapprim a n * >  2 e designamo tali zeri con 
x'j x ,f, • • •, x(n*\ ove

x '< x "  < ----- <*(**),

non essendo naturalm ente escluso che x possa essere 00. Q uando A -  p a r­
tendo dal valore o -  cresce con continuità indefinitam ente, le radici x  della (5) 
che inizialm ente assum ono i valori x " ,  • • •, #<"*> variano con continuità 
sem pre crescendo (e restando in un intorno destro di — 00 nel caso del 
valore iniziale 00), senza m ai raggiungere uno qualsiasi dei suddetti valori; esse 
quindi si conservano rispettivam ente i n t e r n e  agli ri* « segmenti » di re tta

x , < x < x " ì x " < x < x ”\  • • • ,  X > x ( ”*> od x  <  x \

eppertanto rim angono sem pre distinte fra loro. Al limite, per A -> +  00, si 
ottengono così -  a ll’interno di tali segmenti -  ri* zeri d i s t i n t i  di g.  
D etto n * il num ero complessivo degli zeri reali di g,  risulta dunque n\  > n *.
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M a e  lecito scam biare in ciò che precede f  e g, il che fornisce 72* >  n* . R isulta 
dunque 72* — n* ; di più, gli zeri reali di g  s e p a r a n o  di fatto quelli di f  
(secondo l’accezione del n. 4), in v irtù  di quanto sopra.

Alle stesse conclusioni si giunge similmente, m a in modo più semplice, 
per n* =  1. M entre resta poi escluso che possa risultare ri* — o, in q u a n to /  è 
un qualsiasi gruppo reale di y* e può. quindi venire astretto  a contenere un 
fissato punto reale della re tta .

A bbiam o cosi stabilito il teor. I (enunciato al n. 1). D a esso si ricava 
come corollario im m ediato che:

Lo jacobiano d i due fi  orme binarie dello stesso grado, una almeno delle quali 
sia definita , non può m ai risultare definito .

Il teor. I am m ette un inverso banale, nel senso che una  y* i  cui g ru p p i 
a due a due si separino ha lo jacobiano definito ; ed invero, in base al n. 4, 
ciascuno dei suoi g ruppi risulta allora necessariam ente non singolare in campo 
reale. N otiam o però che due gruppi che si separino e che abbiano i caratteri 
n , 72* soddisfacenti alla 72* <  72 possono non avere lo jacobiano definito; 
cosi è sem pre di fatto  per quanto  sopra se 72* =  o (ossia se quei due gruppi 
sono definiti), ed è facile dare esempi in proposito anche nell’ipotesi 72*>  1. 
L a situazione al riguardo è tu ttav ia  nettam ente diversa nel caso di due gruppi 
non singolari in campo reale per i quali risulti 72* =  72, ossia qualora si tra tti 
di gruppi m a s s i m a l i  (n. 4), giusta quanto asserito dal teor. II (enun­
ciato nel n. 1) che passiam o appunto  a dim ostrare.

7. Siano / ,  g  due gruppi m a s s i m a l i  d ’ordine n  di una re tta  che s i 
s e p a r i n o .  T enuto conto del n. 4, il teor. II risulta evidente per n =  1. 
Potrem o quindi lim itarci al caso in cui sia n >  2, denotare con x± , x% , • • •, x n 
gli zeri (reali e distinti) d i /  e con 41 , y  2 , • • • , y n quelli di^*, e supporre eh’essi 
rispettivam ente si succedano negli ordini ora scritti in uno determ inato dei 
due ordinam enti circolari della retta . Allora, dopo un eventuale scambio p re­
lim inare f ra /  e g ,  l’ipotesi di separazione d i/ ,  g  verrà a tradursi in ciò che i 
punti

(7) xi ,  X2 , • • • ,*„

risultino rispettivam ente i n t e r n i  ai « segmenti »

(8) ( t i  » y£)y (T2 , ys), • • ■, (y* , yi).

Ciò prem esso, si consideri la funzione razionale X della x  definita dalla (5), 
dove /  e g  indicano i polinom i relativ i ai gruppi omonimi; e si osservi che, in 
base alle ipotesi am m esse ed alla (6), tale funzione risu lta invertibile in un 
intorno di ciascuno dei pun ti (7). Q uando X -  partendo dal valore X =  o -  
si m uove con continu ità in un intorno I sufficientemente piccolo di quello 
(senza raggiungere Too), si ottiene in ciascuno dei suddetti n intorni una de­
term inazione per x, funzione continua e reale di X, i cui valori non ugua­
gliano m ai nessuna delle y- \ le 72 determ inazioni suddette si m antengono quindi 
o rd inatam ente  i n t e r n e  ai « segm enti » (8).
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Ne consegue che, per un qualsiasi Xe l ,  gli n valori assunti da quelle 
determ inazioni sono d i s t i n t i  e separano le y f Essi sono quindi tu tte  e 
s o l e  le radici della corrispondente equazione (5), la quale ha grado n nella 
x  e non è m ai indeterm inata . Gli n punti definiti da tali radici costituiscono 
dunque un  gruppo m assim ale della y* determ inata da /  e da g\ questo può 
così venire sostituito ad /  nella precedente argom entazione, ciò che perm ette 
di applicare quest’u ltim a iteratam ente, facendo variare X da zero a +  00 
e, del pari, da zero a — 00.

A bbiam o in definitiva che o g n i  gruppo (reale) della suddetta y* risulta 
m assimale, eppertanto non singolare; sicché lo jacobiano di y*, ossia di /  e 
g, è di conseguenza d e f i n i t o .  Con ciò, ed ove si tenga pure conto del 
teor. I, il teor. i i  rim ane com piutam ente stabilito.

8. Allo scopo di dim ostrare il teor. I l i  (enunciando nel n. 1), proviam o 
anzitutto  il seguente

Lemma. — S u d i una curva algebrica reale, C, siano y* una serie lineare 
reale ed f  un gruppo (reale) d i y* contenente con molteplicità k  >  1 un punto  O 
semplice reale d i C che non sia punto base d i yb A llora , in campo reale, tu tti 
i  g ru p p i (reali) d i r \  appartenenti ad un intorno sufficientemente piccolo d i f  -  
m a d istin ti d a f -  hanno uno ed un sol punto reale nelV intorno d i  O su  C se k  
è dispari, e questo punto risulta semplice per il  relativo gruppo; mentre invece, 
se k  è pari, i l  numero d i s iffa tti p u n ti d istin ti reali risulta 0 0 2  secondoché 
ci si riferisca ad un gruppo d i y* situato, nel prim o dei due suddetti intorni, 
da una banda o dalValtra rispetto ad f .

D etto g  un qualunque gruppo reale di y* distinto da / ,  ed introdotto  nel- 
Tintorno di O su C un param etro  x  uniform izzante che si annulli in O , f  e g  sa­
ranno rispettivam ente dati in quell’intorno da equazioni analitiche reali dei tipi

xk +  • • • =  O , I +  • • • =  o,

dove i^puntini stanno per term ini in x  ài gradi superiori a quelli che li prece­
dono. U no qualsiasi dei g r u p p i /  /  \ g  della y* di cui al lem m a sarà quindi 
rappresentato, in detto intorno, dall’equazione in x:..

(xk +  • - • )  +  X(i  +  •••)  =  0 ,
relativa ad un valore reale non nullo di X sufficientemente piccolo in valor 
assoluto. Poiché i punti richiesti corrispondono biunivocam ente alle soluzioni 
^  reali e prossim e allo zero di quest’equazione, ne discende agevolm ente quanto 
asserito dal lemma.

U n a conseguenza im m ediata di quest’ultim o è che:
-Se una  y* reale sopra una retta contiene un gruppo f  avente come m u l ­

t i p l o  un  punto reale distinto dai p u n ti base, v e  sempre fieli* intorno d i  / )  
in  r i  qualche gruppo i l  cui carattere n* (n. 4) risulta i n f e r i o r e  a quello d i f .

Ccjn la term inologia del n. 4, e tenuto conto del teor. I, da qui tosto si 
trae che:

Se o g n i  gruppo reale d i pun ti d i una r \  reale su d i una retta è a n t i d e f i  - 
n i t o (soddisfa cioè alla n* =  ri) e la y^ è priva d i p u n ti base reali, ciascuno d i
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quei g ru p p i risulta non singolare e qu indi addirittura massimale. Nelle ipotesi 
ammesse, necessariamente lo jacobiano d i  y* definito ed i  g ru p p i suddetti si 
separano a due a due.

Se u n ’assegnata y* reale am m ette punti base reali, sopprim endo da essa 
tali punti (presi con le m olteplicità rispettive) si ottiene una y^ m anifestam ente 
priva di punti base reali; ed è chiaro inoltre che ogni gruppo reale di y^ risulta 
antidefinito se, e soltanto se, l’analoga proprietà sussiste per y*, e che in tal 
caso f i  è di necessità p riva  di pun ti base anche in campo complesso. Basta 
quindi applicare l’ultim o enunciato a y^ (con la sostituzione dunque in esso 
di m  ad n) e valersi della prim a proposizione del n. 2, onde senz’altro 
pervenire relativam ente a y* al teor. I l i  che si tra ttav a  di stabilire.
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