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Fisica matem atica. —  Su l teorema di Poynting e sul tensore 
energeticon . Nota {"] di A ldo B ressan, presentata dal Corrisp. 
D. G raffi.

Su m m a r y . —■ The Author considers, among others, a certain interpretation of Poynt- 
ing’s theorem, useful for (also magnetic) piezo-elasticity. This interpretation is connected 
with a simple determination W of the density of electromagnetic energy and with the power 
spent by the field to change polarisations.

In connection with the above hinted interpretation two symmetric instances 2Eaj3 and 
3E* (**)p of the electromagnetic energy tensor Ea3 are considered. By them the basic relativistic 
conservation equations (with inclusion of electromagnetism and thermodynamics) become very 
useful for dealing with piezo-elastic fluids and solids respectively.

The interest of 2Eaf3 and 3EÌ43 will be strengthened by certain uniqueness properties of 
Ea|3 to appear in a future paper.

i. I n t r o d u z io n e .  -  In  vari testi di elettrom agnetism o -  per esempio [14] - ,  
riferendosi dapprim a al caso stazionario e di corpi fìssi, si calcola un certo 
increm ento della densità d ’energia elettrom agnetica, considerando lo svi­
luppo di calore Joule per un ità  di tem po e di volume come costituente tu tta  
la potenza n w ceduta dal campo alla m ateria per un ità di volume. D a questo 
punto di vista ^  risulta avere espressione semplice solo nel caso lineare e 
vien detta  densità d ’energia im m agazzinata nel campo. Successivamente, 
passando al caso non stazionario, si conserva a QV il suaccennato significato 
e si in terp reta  il teorem a di Poynting (usualm ente supponendo ancora fìssi i 
corpi) dal suaccennato punto  di vista su e

Considerando una generale teoria di e lettro-m agneto-strizione preferisco 
identificare ^V con la densità W  di energia elettromagnetica non materiale, di 
espressione semplicissima, che nel caso stazionario e di corpi fìssi (ma con 
eventuale forza elettrom otrice im pressa E ^ ) risulta com patibile con una 
versione di n w includente la potenza « microscopica » kcTkjdt spesa dal 
campo, per un ità  di volume, sui dipoli elettrici e magnetici.

C om binando il teorem a di Poynting secondo quest’ultim o punto di vista 
(su e n w) con l’equazione del bilancio energetico, si ottiene una semplice 
relazione valida anche nel caso di elettro-m agneto-strizione non lineare.

Passando al caso non stazionario e di corpi com unque mobili, si presen­
tano spontanee certe tre  determ inazioni di X , A e d% A di d'K. Esse corri­
spondono a tre  sistemi di coordinate lagrangiane per il generico elemento d& 
di corpo continuo. Questi sono connessi con gli increm enti delle polarizzazioni

(*) Questo lavoro, la cui versione integrale è in corso di stampa sui « Rendiconti del Cir­
colo matematico di Palermo», è stato eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca 
N. 29 del C.N.R., per l’anno accademico 1965-66.

(**) Pervenuta all’Accademia il 14 luglio 1966.
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caratterizzate rispettivam ente m ediante la derivata assoluta, il flusso co -ro ­
tan te  e quello trasporta to . Quindi il secondo di tali sistemi interessa partico lar­
m ente i fluidi, il terzo i solidi. Introduco due determ inazioni sim metriche 
2E*j3 e 3E*p del tensore energetico Eaj3 le quali m ediante la parte  tem porale 
della divergenza forniscono esattam ente, anche nel caso di corpi com unque 
m obili, il calore Joule prodotto  per un ità di volume (proprio) e di tem po, 
aum entato  rispettivam ente, delle potenze microscopiche k d ^ /d t  e kcfa\Jdt per 
un ità  di volume, e dim inuito dell’analoga potenza della eventuale forza elet­
trom otrice im pressa.

A  quanto  mi consta queste determ inazioni di Eaj3 coincidono con altre 
già effettivam ente usate, solo in assenza di polarizzazione m agnetica fi).

In  qualche prossim o lavoro intendo contribuire a m ostrare l’interesse 
dei tensori 2E*p e 3EJ|3 nelle teorie di elasticità a base term odinam ica (e a defor­
m azioni finite) includenti pure l’elettrom agneto-strizione, dim ostrando che 
fra le svariate determ inazioni sim m etriche di Eap , possibili in effettiva p re­
senza di polarizzazione, solo una è do tata di un  certo carattere privilegiato 
riguardo ai fluidi e solo una lo è riguardo ai solidi.

M ediante le determ inazioni di E ap in discorso, si possono dare al teorem a 
di Poynting, nel caso generale di corpi mobili, espressioni conformi al punto 
di vista su e n w considerato nel presente lavoro (tra l’altro, le parti tem po­
rali di 2E*|3 ed 3Eaj3 coincidono con W  e i corrispondenti vettori di flusso di 
energia elettrom agnetica col vettore di Poynting).

Essendo num erose le questioni di elettrom agnetism o riferentesi a corpi 
fissi, è spontaneo considerare il problem a di associare alla generica determ ina­
zione 'E ^  di E aQ qualche a ltra  determ inazione dello stesso tipo la quale, da 
un  lato, sia conforme al precedente punto di vista su W  e II (#), e dall’altro, 
fornisca la stessa 4 -fo rza ponderom otrice della rE ap [6].

Z. P r e l im in a r i  SULLO s p a z io - te m p o . — Considero uno Spazio-tempo Sn 
am m issibile secondo la R elativ ità generale o ristre tta  e vi assumo una m etrica 
di M inkowski ds1 2 e un  tensore orientato sapYs di Ricci per cui <2>

0 ) ds2 =  —  gafi dxa dx$ , g 00> o , £0123 =■ — £°123 >  o.

D etta  c la velocità della luce nel vuoto, la 4-velocità ua della m ateria e la 
4-accelerazione c~ 2 €la sono determ inate da

(2) ^ a =  —  . a 0 =  ^ -  =  «0/|1«? («“ «» =  — I , « “ a o =  0).

(1) È spontaneo porre ciò in relazione col fatto che vi sono generali teorie di elasticità 
(a deformazioni finite) includenti Pelettrostrizione -  cfr. per esempio [15] -  ma, almeno a 
quanto mi consta, tali teorie non sono state estese alla magneto—strizione.

(2) Convengo che, salvo contrario avviso, gli indici greci varino da o a 3 e quelli latini 
da 1 a 3. Con la sbarra denoto derivazione tensoriale. Uso pure la convenzione di Einstein 
sulla soppressione dei simboli di sommatoria.
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U sando §ap come simbolo di Kronecker, dirò che il riferim ento (x) è 
(localmente) naturale e proprio nel punto  evento 5 se ivi si ha

(3) gag, =  S„|3 , 3gafijdxy =  O , « “ =  80 (Ko =  —  K o , K r =  Kr)-

U serò pure il tensore spaziale di Ricci i apY, il proiettore spaziale g ap 
e il derivato (tensoriale) trasverso

(4) £a|3y =  u  £Qaf3y » 4“ ufi > T.../g =  T.../j3^a .

Per ogni tensore doppio è possibile la decomposizione naturale

| E aj3 Eua up -j~ E a Up -j- Ep T* Eaj3 con 

| E'aUa =  Ea ua =  Ua E ap =  ÉaJ3 =  o .

R iferendom i ad E a  ̂ ne dico Eua u .3 parte temporale, E ajj parte spaziale ed 
Eaf3 =  E^ u$ +  ua EJ3 parte mista. Convengo di usare notazioni analoghe alle 
E , E» , Ep , E a[3 ed E"p in relazione ad un qualunque tensore doppio in S4.

Sia c~2 p la densità propria di m assa inerziale, k quella di m assa conven­
zionale re la tiva ad uno stato di riferim ento 2* e kw  la densità propria di 
energia interna, nulla in 2 *. A llora -  cfr. [1 (141)] -  tra  l’altro intendendo con 
T U  un  tensore generico, si ha

| T  W  =  — ’ P =  k (V2 +  w ),
(6)

Considero il flusso controvariante cDc Va/Di* trasportato  [convected] 
dal vettore spaziale V a, quello covariante cDcV a/Ds e il flusso co-rotante 
cDr V alDs: <5>

(7) Dj
TV Vau  v 1 a ttq
H d V  + u IqV  ~

D ,V a
Dj

a
' u IqV Q = D r Va 

Ds +  u[«lQ] V Q.

3. L a v o r i m ic r o sc o pic i d e l  cam po  e le t t r o m a g n e t ic o  in t e r e s s a n t i

I FLUIDI E I SOLIDI. EQUAZIONE DEL BILANCIO ENERGETICO DAL PUNTO DI 
VISTA MICROSCOPICO. — Siano E a e H a i campi (propri) elettrico e magnetico, 
D a e Ba le corrispondenti induzioni, Pa e M a le rispettive polarizzazioni per 
un ità  di volume proprio, e infine e p,a le stesse polarizzazioni riferite però

(3) Dico il tensore Te r . .Qn spaziale se è spaziale ogni suo indice p. ossia T .. .Qi. .. uQ1 — o.
(4) Nello stato di riferimento S* l’elemento d(B> del sistema materiale continuo <B in con­

siderazione abbia il volume proprio dQ* e sia k*d<£i* la sua massa gravitazionale. Come in [1] 
e [2] dico questa massa convenzionale. Indi pongo k dC =  k* dC* ove dC è il volume proprio 
attuale del d ©.

(5) Uso parentesi tonde e quadre per denotare le parti simmetrica e rispettivamente 
emisimmetrica di tensori. Per esempio ritengo

2 T — T ft T^^ 1 [a 1 a 1 a *2T(a3UY) = T apUY +  TYpU
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all’un ità  di m assa convenzionale. I precedenti vettori, tu tti spaziali, verifi­
cano le

(8) D a =  Ea +  Pa , Ba =  Ha +  M a , Va =  k 7za , M a =  /è[xa .

Sia <£ un  corpo continuo e d& un  suo elemento (3-dim ensionale) circo­
stante il « punto  m ateriale » P*.

Tralasciando per sem plicità le coppie di contatto, il gradiente spaziale di 
posizione e i vettori spaziali 7ra e [xa possono assum ersi come coordinate 
lagrangiane del d& -  eventualm ente sovrabbondanti, come per esempio nel 
caso che il d& abbia un  vincolo interno (macroscopico) quale quello d ’incom ­
prim ibilità Riferendosi a coordinate localmente naturali e proprie -  cfr. (3) -  
la suddetta assunzione corrisponde a ritenere come param etri di m obilità del 
dQ vrjs ( =  C U r / s )  , TCr ( =  cDrtr[Ds =  71 rfs us) e fiy .

Si può scindere l’increm ento izt ds di nl o in quello d2'Kl — uljm'Kmds do­
vuto alla rotazione locale, e nella parte  rim anente D r tt/ -  cfr. (7) - ,  oppure 
in quello d% tz1 =  uum Tcm ds dovuto all’atto di moto omografico locale, e nella 
parte  rim anente D* tzì cfr. (7).

In  altre parole il param etro  di m obilità fcr  può esser sostituito con 
s o Dc tẑ D s . Lo stesso dicasi di [jq.

D unque, in connessione con gli increm enti D , Dr e D* di 7r/ e , è spon­
taneo considerare tre  sistemi di param etri di m obilità per il d&y dei quali il 
secondo e il terzo hanno particolare interesse riguardo ai fluidi e rispettiva­
m ente ai solidi. Siano d l^ \  d ^c e kdX i lavori delle forze interne, esterne 
di contatto e rispettivam ente esterne a distanza (elettrom agnetiche) fatti 
sul d& per un ità  di volume, nel tempuscolo c~x ds e nel riferim ento inerziale 
Rp*z ove P* è istantaneam ente fermo; nel caso elastico essi sono forme li­
neari nell’̂ -m o  dei suddetti sistemi ( « = 1 , 2 , 3 ) .  Sia

( di A =  E a D7ra fi- H a D[xa , d2 A =  E a D r 7za -f- H tt [xa,
W  f d 3 A =  E 0 D‘ tu« +  H a Dc -  d \  —  (E* tû  +  H “ ^ )  « (a/P) ds.

D ette da V e da K le parti di d i(I) e d \  dovute solo agli increm enti di 
7ra e [xa nell’#—mo sistem a, per a — 2 , 3  e ritenendo aX a?3 spaziale, sia pure

(io ) d l{1) =  d . r  +  d a t*  , d h  =  da K +  da K  , d a l^  =  aX (aS>)u a/$ds.

Gome in m olte questioni di Fisica si pensi il d(B grande rispetto al raggio 
d ’azione molecolare, onde d% X) == o. M ediante considerazioni di carattere 
microscopico si può m ostrare che è d \ - \ -  k  (E* Dtt^ -fi H f D[x^) =  o per =  
=  —  D r 7Uj =  Dfx  ̂— T)r [is — o, inoltre d \  — — d l^  per V[ijs] =  o, e infine
da l' -f- da"k == o (# — 1 , 2 , 3 ) -  ovviam ente d i^ = d X  — L a penultim a eguaglianza 
e (io )!,3 ( « = 2 , 3 )  im plicano la 3X (a|3) =  2X (“P) —  E(a P p) —  H (“ M w.

Nel riferim ento Rp*^ sia d T r dC -  cfr. nota -  l’increm ento nel tem pu­
s c o lo ;^ , dell’energia cinetica microscopica del d<2; inoltre ora si intenda 
kdwdQ, come l’analogo increm ento (d T r— d l^ )  dC dell’energia in te rn a to ta le  
del d&\ infine si indichi con ( d \- \ -  q ^ d t )  dC il lavoro fa tto  sul d& nel dt dalle 
forze di contatto  esterne al d& e intese in senso microscopico, la parte
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qassdtdC  essendo dovuta al trasferim ento di energia cinetica microscopica nel 
moto di agitazione term ica. Allora, stante (10)3 e dette ]r la densità di cor­
rente elettrica e E r la forza elettrom otrice di M axwell, se è nulla quella 
im pressa E ^ , il teorem a delle forze vive, applicato al dQ nel riferim ento 
Rp^ dal punto di vista microscopico, può ridursi alla forma

(11) kdw  +  da l (,) =  kda~k -f (gass +  y  Er) dt (a =  2 , 3).

Nel caso di presenza di coppie di contatto, oltre a vrjs va considerato 
come param etro  (tensoriale) di m obilità pure v ^ ,  ( =  cu[I/r]s) e per < 3 = 1 , 2  
si ha, in luogo di (10)3,

(12) da / w =  aX ” vrh — m rs vlìrs (3X (a!3) =  2X (o|3) —  E(“ P w — H (a M p)) ,

ove i coefficienti m hs ( =  — mrls) non dipendono dall’indice a.
L a relazione (11), che dal punto  di vista macroscopico costituisce l’equa­

zione del bilancio energetico, m ostra che il lavoro microscopico kda X del 
campo elettrom agnetico va in energia im m agazzinata nella m ateria -  a ttra ­
verso il term ine kdw -  piuttosto che nel campo.

Per ESfi =j= o, l’increm ento kdw  contiene term ini nei differenziali dei 
param etri c ^  , • • •, <T(N) di affinità chimica, opposti al contributo chimico da 
aggiungersi a ll’espressione (10)1 del d l{l). D unque di nuovo si ha kdw  =  
=  d T r —  d l^  e, stante (12), anche la (11) si m antiene valida.

4. E n e r g ia  e l e t t r o m a g n e t i c a  n o n  m a t e r i a l e .  C a so  d e i  c o r p i  f i s s i .  -  
Di solito per determ inare la densità ^V di energia elettrom agnetica si consi­
derano dei dielettrici (e dei conduttori) fissi, nell’am bito della Fisica classica 
o della R elativ ità ristretta . Si im m agina di trasportare  su di essi della carica 
elettrica inizialm ente dispersa all’infinito e si trova che per aum entare i campi 
Er e Dr di dE r e rispettivam ente di dD r si deve spendere, per un ità  di volume, 
il lavoro Er dE)r ~  d  (2 ~x Er E r) +  Er <^Pr . Si eguaglia quindi questo lavoro al 
d^lV considerando QV come densità di energia elettrica immagazzinata nel campo 
per un ità  di volume -  cfr. [14] p. 196 - . ^V è allora funzione di E r e Dr solo 
nel caso di dielettrico lineare.

E r tìfPr è il lavoro microscopico fatto per un ità di volume dal campo elettrico 
sulla m ateria. Per (9) e (11) esso increm enta l’energia i n t e r n a d i  densità kw -  
della m ateria. Sulla base di ciò e dell’analogo magnetico varie considerazioni 
inducono, specialm ente in vista di una generale teoria di elettrom agneto—stri- 
zione -  cfr. nota tt) - ,  a considerare 2 ~l Er Er e W  =  2-1 (Er Er +  FP H r) come 
densità di energia elettrica e rispettivamente elettromagnetica, non materiale, 
e ad identificare W  con W.

Sem pre nel caso dei corpi fissi il teorem a di Poynting si può allora enun­
ciare eguagliando il  decremento, per unità di tempo, dell'energia non materiale 
contenuta in urna regione spaziale C , alflusso dell'energia elettromagnetica uscente 
dal contorno 2  di C (tale flusso essendo rappresentato mediante il  vettore di 
Poynting), aumentato del calore Joule prodotto in C per unità di tempo, dim i­
nuito della potenza d i eventuali forze elettromotrici impresse, e infine aumentato
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del lavoro microscopico fa tto  dal campo elettromagnetico in  C -  per (9) nel caso 
di corpi fissi è di X =  d% A =  dz A

Che ritenere W  = W  sia opportuno risulta pure dal fatto che, com binando 
il teorem a di Poynting con (11), nel caso di corpi fissi, m a capaci di e le ttro - 
e m agneto-strizione (anche non lineare), si ha sem plicem ente

0 3 ) 4 i  (f e ' + W5 “  ? » + ^ / r = o  (2 W = Er Er+ H r H r , Sa=  saQB E e H°).

D unque, nel caso considerato e per unità d i tempo, Vaumento in C del­
l'energia interna e di quella elettromagnetica non materiale eguaglia il calore 
entrante attraverso 2  per irraggiamento e per conduzione.

Si noti che quanto  sopra, e in particolare (13), vale anche quando w  non 
sia la som m a di due term ini, dei quali uno dipenda solo dai vettori 7t, e 
(o da Er e H r) e l ’altro sia invece da essi indipendente.

5. I n t r o d u z i o n e  d e i  t e n s o r i  e n e r g e t i c i  2EJp -e 3E*p u t i l i  p e r
L’ELETTRO—MAGNETO—STRIZIONE NEI FLUIDI E RISPETTIVAMENTE NEI SOLIDI.
C o r r i s p o n d e n t e  v e r s i o n e  d e l  t e o r e m a  d i  P o y n t in g .  -  S tanti (4) e (13)2,3 
considero le seguenti determ inazioni sim m etriche del tensore energetico E a(3:

(14)
2E ap ,W (gaj3 ua Up) -)- 2 U(a épj 2 E (a Bpj •— E (a Pjj) -f- B(a M pj,
sEaP W  ( g a p -f- U a U p) -|- 2 U ( a dpj 2 E(a Bpj H ( a Mfj) +  B(a M P).

In  assenza di campo m agnetico esse coincidono con determ inazioni di 
E ap effettivam ente usate -  cfr. [16 (284.7), (284.11), (287.2) , • • • ,  (287.4)] 
Esse sono utili tra ttan d o  l ’elettro-m agneto-strizione nei fluidi e rispettiva­
m ente nei solidi in quanto, detta  J„ la densità di 4 -corrente vera, le parti tem ­
porali delle loro divergenze eguagliano esattam ente, nel caso generale di corpi 
com unque mobili, il calore Joule (E a + E (a° ) J a sviluppato per un ità  di volume 
e di tem po, dim inuito dell’eventuale potenza E)0 J ) della forza elettrom otrice 
im pressa e aum entato della potenza microscopica del campo elettrom agnetico 
kdt ~k\dt e rispettivam ente della kdz 'K\dt\

1 *“ zE*plfi =  Ea]’a +  k ( e “ ^ l  +  H“ Dr|*“
0 5 ) ’

/p -  E“ J* +  k (E “ - ^ 2 _

« “ s E ^  =  E° J a +  k (Ea +  H

Di'

D ^q  
Di' ^  XA Di'

Le determ inazioni (14) di E ap sono conformi con quanto si è detto sulla 
energia elettrom agnetica e sul lavoro microscopico del campo elettrom agnetico 
in quanto  è 2E* =  3E* — W  -  cfr. (5), (14) -  e valgono le (15).

S | osservi pure che, per a =  2 ,3  il flusso (proprio) -  cua flEJp corrispon­
dente al tensore „E*p è esattam ente il vettore di Poynting; inoltre la versione 
puntuale del teorem a di Poynting connessa con aE*p e quindi conforme col 
presente punto di vista, è, nel caso generale,

( 16) k DWJl +  ga/a +  2 r  a a +  Ualfì +  E « J a +  k da\
Di' ds =  0 (a=  2 , 3) .

D unque per a ~  2 , 3 ,  in ogni Di'  Vaumento della energia elettromagnetica 
non materiale sovrapposta alVelemento materiale d& (di volume proprio dC even-
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tualmente variabile) eguaglia quella — z>a(& dC Dj* entrante nel dS, diminuita del 
termine 2 $a SiadC D s m  un certo senso connesso con Virraggiamento della ener­
gia elettromagnetica attraverso la materia accelerata <6h aumentata del lavoro 
(intrinseco) — E uaj^dC D s fa tto  {sulVenergia elettromagnetica sovrapposta 
al d&) dalle pressioni elettromagnetiche, aumentata pure del lavoro di eventuali 
forze elettromotrici impresse presenti nel d<£, e infine diminuita del calore foule  
prodotto nel dS  e del lavoro microscopico kda 'hdC fa tto  dal campo sui dipoli.

T ra  l’altro, una volta che si sia deciso di usare .E*P) con a — 2 per i fluidi 
e a — 3 Per i solidi, e che si sia esplicitato il teorem a di Poynting usando ap­
punto  la determ inazione aEJp di E ^ , in tale esplicitazione figura il lavoro delle 
pressioni elettrom agnetiche -  flÉ*p connesse con lo stesso tensore *E*p . D iver­
sam ente accade quando si scriva l ’analogo di (16) per determ inazioni di E aP 
molto in uso -  per esempio le [16 (187.2) , • • • ,  (187.4)] -•

6. T e n s o r i  ME af3 e d  AE af3, i n t e r e s s a n t i  s p e c ia lm e n t e  i l  c a s o  d i  c o r p i
FISSI, ASSOCIATI AD UNA QUALUNQUE DETERMINAZIONE DI E a(3 IN CONFORMITÀ 
COL PRECEDENTE PUNTO DI VISTA SU QV E 11̂ .  — Il tensore energetico Eap 
è largam ente arbitrario  per Pa =j= o o =f= o [1 ]. In  futuri lavori intendo 
m ostrare che riguardo alla E lasticità includente e le ttro - e m agneto-strizione 
vi è al più una determ inazione di E (aP) privilegiata per fluidi e una per solidi. 
T u ttav ia  varie determ inazioni rE ap di E aP sono in uso. D ’altro canto num erose 
questioni di elettrom agnetism o riguardano  il caso di corpi fissi. È allora spon­
taneo associare ad rE o5 i seguenti tensori energetici MyE al3 e ArE afi :

(17) “rEa(}=W *a «p +  E ««p +  Wa^+'Éop . A’-Eap=W^a^  +  2«(a%)+'-Éap.

Il prim o — che può dirsi di M inkowski, in quanto è a parte  m ista non sim ­
m etrica per rE'a =4= $a -  dà luogo, per u â  =  o, da un lato alla stessa forza 
ponderom otrice r&a ( =  —  # ae % / )  di rE a(i, e dall’altro alla stessa potenza
5ti(*) /___  a Tp* /|3\ i^* ' 1 / \l i  (— cu 2Ea(3 ) comune a 2Ea(3 e 3Ea(3 ed espressa da (15).

Q uanto a sE*p, m entre è sem pre u  A"Ea8/p= 5n (g), in generale — g aQArE Q̂  
differisce da r$ra , pero per term ini che nei casi concreti sono molto piccoli e 
dei tipo di quelli connessi con la differenza fra i tensori originali di M inkowski 
ed A braham  (da cui il contrassegno A in Â Ea3).

L a considerazione di ArE af3 è molto opportuna specialmente in R elatività 
generale, perché (a differenza di quanto generalm ente accade per ^ E ^ )  ArE aj3 
ha in ogni caso parte  m ista ArEap sim m etrica, il che in tale teoria può conside­
rarsi come doveroso quando non si vogliano in trodurre non necessarie g ran ­
dezze correttive, prive di analogo classico.

A  quanto  mi consta il tensore energetico E ^  viene determ inato in vari 
m odi m a e sem pre accettabile nel senso che soddisfa le seguenti due condizioni:

(6) Quandjo si dia peso al fatto che d a si presta meglio di 2 $a d a alla considerata 
interpretazione, si può sostituire nella (16) ®a/& -f 2 3° d a con #a/o -f $a d a . Ciò, tra l’altro, 
è conforme al punto di vista di C. Cattaneo sui teoremi di conservazione, in quanto questo 
punto di vista si differenzia nettamente dai precedenti per l’uso di divergenze spazio-tem­
porali anziché spaziali -  cfr. [7] p. 29
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a) I l  tensore Eafi è una funzione  cpa|3 (E e , H e , P e , M Q , g QC) continua 
assieme alle derivate 1 0 e 2 \  inoltre è spazialmente emitropica (ossia ha la stessa 

form a in tutti i sistemi destrorsi d i coordinate localmente naturali e proprie),
b) Risulta  E a|3 — 2E*j3 per P e =  M e =  o (onde E [aj3] =  o nel vuoto).

In  [6] ho dim ostrato il seguente teorema:
TEOREMA. -  Espressa comunque la densità K a ( =  &a +  c~l u,a Tl{e) con 

&a ua =  ó) d i Afforza fonder omotrice, come funzione d i E e , H Q , P e , M Q e 
gQG e dei derivati p rim i d i tali tensori (e, se si vuole, anche delle densità J'Q e 
Jq di corrente vera e d i polarizzazione), esiste al p iù  un tensore elettromagne­
tico accettabile E aj3 =  9 ^  (E e , H Q , PQ , M e , g Qa) il  quale sia connesso con la 
suaccennata espressione d i K a nel senso che Veguaglianza Eâ  =  — K a valga 
per ogni materiale e in ogni processo fisicamente possibile (7).

D a tale teorem a risu lta che MrE aP è l’unico tensore verificante le condizioni 
esplicitam ente im poste ad MrEafi. A llora per MrE'a =£e ®a [cfr. (17)] non esiste un 
tensore a parte  m ista sim m etrica e verificante le stesse condizioni. Q uindi 
ArEafi appare come la migliore soluzione approssim ata del problem a conside­
rato (solubile esattam ente m ediante MrE a|3), la quale abbia la parte m ista 
sim m etrica.
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(7) Tale validità equivale a quella della stessa eguaglianza Eap^ =  — Ka per ogni ma­
teriale e per ogni scelta delle funzioni E  ̂ , , PQ e MQ delle xa, verificanti le equazioni
di Maxwell.


