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Analisi matematica. — S u l comportamento asintotico delle solu­
zioni d i equazioni non lineari d i tipo parabolico. Nota II di C arla 
V aghi, presen ta ta(#) dal Corrisp. L. A merio .

SUMMARY. — Consider the non linear parabolic equation

( i )
Sz{x,t) 1-" “ , ,
— Yt— =  S  aa{x,t)

k 32 z(x, i )
dx.dx .

* J

[x = xi , --- ,x  e n  ; / = / ! , • • • , /  „;A- =

■f{x, t ,z,p)

dz
dx.

with the boundary  condition z (x , ^)|^q =  o.
U nder appropriate assum ptions on the function f ( x  , t , z , p), it is proved tha t all the 

solutions of (1) have the same asym ptotic behaviour when / - »  +  00. Subsequently, some 
uniqueness theorems of solutions bounded on (— 00 , +  00) are given.

§ 3. A m m ettiam o ora i coefficienti dell' operatore A  indipendenti da t :
1 •• -m

A z=  X
*>J t J

Si hanno allora per le soluzioni dell’equazione (1.2), soddisfacenti la 
condizione ai limiti (2.1), i seguenti risultati:

I I I .  -  Siano soddisfatte le ipotesi'. 
a) P equazione differenziale

(3-1) A<p +  X<p =  o

ammetta in Q una soluzione 9 (x) >  o, corrispondente a un valore X V> o;
b) esìsta una funzione ofi (V), continua per z e J, tale che sia

e risulti 

(3-2)

z cùi (z) >  o per z =j= o ,

w \ f f t , z +w, p l + w r ^ !. . . )Pm+.w ± p t

— f ( x , t , z , p i r  ^ OT) |  > w o i i ( a / ) - À w 2.

Allora le soluzioni delV equazione (1.2) hanno il comportamento asintotico 
precisato in  II .

Si osservi che se la funzione f  è indipendente da p, ed Gq (w) =  cw, con 
o <  c <  X, posto

c —  X — — cq,

(* *) Nella seduta del 22 giugno 1966.
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la (3.2) diventa

(3-3) w { f ( x  , t , z  +  w)  — f i x  , t  ,z)} >  —  c0 w2.

Si riottiene cioè una condizione analoga a quella data  da Prodi per 
Inequazione (1.1) (cfr. loc. cit. in § 2, teorem a I, p. 367).

Come esempio di applicazione del teorem a II I ,  possiamo dare il seguente 
criterio:

IV. -  U  operatore A  sia ellittico e a coefficienti costanti; la funzione  
f  (x yt , z  ,p) sia dotata d i derivate parziali rispetto a z ed alle p iy continue in 
D (x , t  e Q0 ; z  , Pi e J) ed ivi soddisfacenti ad una delle seguenti condizioni

«> ; ' f l ì - K ,

(K i >  o arbitrario, K2 =  K2 ( K i , Q , a^ ■)><>);

P) ; | | > &

(C2 >  o arbitrario, Ci =  Ci (C2 , Q , azf) >  0).

Allora le soluzioni della (1.2) hanno il comportamento asintotico precisato 
in II.

D im ostriam o il teorem a I I I .
Sia 9 (x) una soluzione dell’equazione (3.1), continua in Q ed ivi positiva. 
Posto

(3 4 ) * (x , t) =  y  (x ,t)  ?  (x) ,

risulta

* t  O  > *) =  X* O  > 0  9  ( * )  »
1 • • • m

A *(* ,/) =  9 (* )A y (* ,/)  +  2 2  +  .T O , 0  A<p(y).i,j

Pertanto  y  (x , t) è soluzione dell’equazione

(3-5) y t =  K y —  h{x  , t  , y

ove

>+yS;)' ■ yAtp •
1 • • ■ m

-  2
dy 9<p 
9̂ ,- 9jry

Verifichiamo che h {x  , t  , y  j soddisfa l’ipotesi (2.5) del teorem a II. 
Si ha infatti, \fv e J,

vA h =  v \ h  (x , t  , y  +  v , — h [x , t , y  , | =

=  ^ \ y { x >t >y<f +  v 9 > ^ 9  +  y ^  +  v ^ ) -  

— f ( x ’ r y v , ^ 9 + y ^ ~ ) - v A ' P j-
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Posto vcp =  

wAh  =  —

w,  risulta, per la (3.4) e la (3.1) (ponendo al solito p { =  

\ f ( x  , t , z  +  w  , Pi +  —  , t , z  , /,-) +  Xze>1 •

3#*

Ne segue, per la (3.2), posto co (y) =  coi (w) m in <p-1  (x)>

vA h >  —- v(ù± (w) >  vìù (v) .

M a allora per la funzione y  (x  , t), soluzione della (3.5) valgono le p ro ­
prietà enunciate nel teorem a II e quindi, per la (3.4), le stesse proprietà 
valgono per le soluzioni dell’equazione (1.2). Il teorem a I I I  è così dim ostrato. 

A m m ettiam o ora che A  sia a coefficienti costanti:

~  2  aij X̂i^Xj > S  aij =  P >  0 •

Consideriam o la funzione

cp (#) =  sin y (  2 )  x { +  ej

avendo fissato y ed e in modo che risulti

o <  y < TZ

/{mi l  =  m ax | x {
x& Q

m i <  s < --------- m i .
2 T

9 (a;), continua e positiva in Q, è soluzione dell’equazione (3.1) corri­
spondente al valore X =  y2 p.

Supponiam o soddisfatta l’ipotesi oc) di IV, con K i arbitrario , e

o <  K2 < - L ( ^ - +  py) > L  =  m ax cotg y (xi H--------x m+ e } .

Si ha  allora (con ovvi valori di £ e a,*)

w \ f ( x  , t  +  w , P i + w  ^  | ^ )  — /  (x , t  ,Z , p f) | =

=  w% | d̂ x,tdp ’ai) +  Y cotg Y (xi  ^------- 1- ** +  s) jp s  df{X ; °{) | ^

w% { K j —  YK2 L } =  w % j K i —  Ly -j- +  yp) +  C | =  w 2 (C —  X) ,

(C =  K i +  PY2 —  LT K2 > o ) .

Pertan to  l’ipotesi (3.2) del teorem a I I I  è soddisfatta per coi (w) = C w .  
A nalogam ente se sono soddisfatte le ipotesi (3) con C2 >  o arbitrario  e

o <  Cx <  y (MC2 +  y p) , M =  m in cotg y (x\ +  • • • x m +  e ) ,

13. -  RENDICONTI 1966, Voi. XLI, fase. 3- 4 .
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risulta

w  j f [ x  , t , a +  w , Pi +  w  — | —) —  f ( x  , t , 2 , p t)  j >

W2 {— Cl +  y cotg y (zi H-------- \-xm+.e)C2 } >  w2 (—  MC2 y — y2 p +  yMC2 +  C) =

=  « '2 ( C — X), (C =  y (MC2 +  yp) —  C i> o )

e quindi la (3.2) è ancora soddisfatta per coi (w)  =  Cw.

§ 4. Supponiam o infine i coefficienti dell’operatore A  e la funzione 
/  (x , t , z , p) definiti e continui anche per t <  o.

Consideriam o ancora le soluzioni classiche della (1.2), m a prendendo 
ora come dominio d ’integrazione il cilindro Q. Le soluzioni saranno quindi

funzioni z (x , t) definite e continue in Q, dotate di derivate ^  , —  ■? -dXi dt dXi dxj
continue in Q, e soddisfacenti la condizione ai limiti

* ( x >t)\sai =  0  Per ^ r i ­

valgono  allora i seguenti teorem i di unicità:
IL — Stano soddisfatte le ipotesi di I. Allora Vunica soluzione limitata 

in Q  della (1.2) è la soluzione nulla.
IL . -  Esista , V v>  o, una funzione  cov (z), continua per z  e J, tale che

sia

(4 -0  zc^y { z ) >  o per z = f o ,

e inoltre, per | z \ <7 v5 risulti

(4 -2) w | f ( x  , t , z  +  w ,  —  ) — f { x  , t , z ,  | >WlÙv (w).

Allora, se la (1.2) ammette una soluzione limitata in Q, questa e unica. 
Analogo risultato si ha se sono soddisfatte le ipotesi del teorema I I I  o 

dell'esempio IV  rispettivamente nel caso in cui i coefficienti ajk siano funzioni 
della sola x  o siano costanti.

Dim ostriam o il teorem a IL
Come in I si verifica che z (x , t) =  o è soluzione della (1.2). Conside­

riam o ora u n ’altra soluzione z (x , t) e)e o e dim ostriam o che non può essere 
lim itata in Q. Ragioniam o per assurdo: am m ettiam o che z (oc, f) sia lim itata; 
posto ancora

7) (t) =  m ax z (x , t) ,
x  €  Q

v] (f)\ risulta ora funzione lim itata e continua in J. Se esiste un punto t nel 
quale è 7) (t) >  o, detto $ (t0 <  t <= f) P intorno sinistro più ampio possibile 
nel quale risulti 7] (t) > 0 ,  si dim ostra, come nel § 2, che tj (f) è funzione 
decrescente in tu tto  l’ intervallo 3. Ne segue ora, per la lim itatezza di 7)(f),



C a rla  Vaghi, Sul comportamento asintotico delle soluzioni di equazioni, ecc. 173

che è t0 — —  00. Se infatti t0 fosse finito, si avrebbe, per la continuità e de­
crescenza di Y) (V),

lim 7] (t) =  7] (70) >  o

e l’intervallo 8  sarebbe ulteriorm ente ampliabile, contro l’ipotesi ammessa. 
Q uindi Y] CO, è funzione decrescente e positiva in tu tto  l’intervallo — 00 < t < t .  

Vale ancora, per t  < t, la (2.15): risu lta cioè

A 'W  < _ i

In tegrando fra t < t  e ?, si ha:

7

J ®ft(/)) -  ^  ^
if

da cui

*n (0
(4-3) i

'n (0

Q uesta disuguaglianza è assurda se 7) (*) è funzione lim itata. Sarebbe 
infatti, in tale ipotesi,

7] (V) <  M

e quindi
T] (/) M

Tl(/) Tl(/)

m entre il secóndo m em bro della (4.3) diverge a + 0 0  per t —  00.
In piodo analogo si ragiona sulla funzione

(jl (t) =  m in z (x , t )  .
x  €• Q

R esta così provato  che non vi è altra  soluzione lim itata in Q  della (1.2), 
oltre la z (x  , t) =  o.

Il teorem a IT  è una conseguenza del precedente.
A m m ettiam o che esistano due soluzioni della (1.2) lim itate in Q. Siano 

z\ (x , t) e ^2 (x ì t). Posto ancora

S (* , 0  =  *i (* , *) —  ^2 (* , t) ,

£ risulta soluzione dell’equazione (2.19).
Per la (4.1) e la (4.2), detto

V =  Sup | Z2 (x , f) | ,
x , t  C Q
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si ha, per £ =(= o,

t , £ , o) =  t , Z2 +  , t , 2 2  , j >£<0v(£) •

Quindi g \ x  , t , £ , soddisfa alle ipotesi del teorem a L e pertanto
Tunica soluzione lim itata della (2.19) è £ (# , i) — o.

A nalogam ente, se sono soddisfatte le ipotesi del teorem a I I I  <4>, detta 
z {x y f )  una soluzione lim itata e posto ancora (cfr. (3.4) e (3.1))

(4.4) z (x , t) =  y  (x , /) <p (*) , Acp +  Acp =  o ,

y  (x , t) risu lta soluzione dell’equazione (3.5), nella quale la funzione

h (x , t , y  , soddisfa le ipotesi del teorem a IL . DalTunicità della soluzione

lim itata della (3.5) segue allora, per la (4.4), l’unicità della soluzione limi­
ta ta  in Q  della (1.2).

(4) Come nel teorem a IL, l ’ipotesi b) del teorema III può ora essere attenuata, am m et­
tendo che esista, Yp> o, una funzione coifs') soddisfacente la (4.1), tale che risulti, per

\ I W d(D \ )
W y . \ X  , t , z  +  W , P i  +  —  — - j -- . f { X y t t Zy A )  j ^  —  l w 2 .


