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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Swu/lle soluzioni del sistema di Navier—
Stokes in dimensione =. Nota 111 di CLaupio Baroccar, presentata
dal Corrisp. L. AmErio.

RESUME. — On étudie quelques propriétés de régularité dans la variable temporelle
des solutions du systtme de Navier-Stokes en dimension 7.

4. — L'EQUAZIONE IN « FORMA FORTE ». SUE CONSEGUENZE.

4.1. Indicherd in questo numero con 4 un qualsiasi numero reale con
k>max(1 —Z—— ) Sotto opportune ipotesi sul termine noto f tradurrd
Pequazione funzionale (1.3) in una equazione in 9’ (Ty, Ty ; ‘—/e)

Sia f€ L' (To, T1; V_p); posto per ogni g€® , (f, o) ~~f(/’(z‘) o)), dt

si verifica facilmente che si & cosi definito un funzionale hneare continuo
su @; si pud ciot considerare L'(To, Ti;V_,)C®".

TEOREMA 4.1. — Sia feL!'(Ty, Ty ; V_3) e sia u una soluzione debole del
sistema di Navier-Stokes sull'intervallo 1To, Ti[ relativa a tale f . Si ha:

(4.1) VAu + Bu + u' =f nel senso di D' (To,Ty; V_ 2)-

Dim. — Tratto separatamente i vari termini della (1.3). Per la (1.a) e
la (3.13) & AuweL?(Ty, Ty ; V_,); ne segue:
Tl

fv ((n, ) dt = f (VAn, @), dt =(vAu,o >®,(T0’T1 Ve D T Tus V'

T

Per la (1.2) e la (3.11) con & = min (1,7/4) & BueL'(Ty,Ty; V_p); ne
segue:

fé(% P, %) 4 = f< Bu, @)sdt = (Bu, 0)ga,m,iv_poa,mivp
Per la (1.a) ¢ % €L?(Ty, T1; V_,); ne segue:
__j (u,0") dt = —J (ue , (P,>k dadt = ——<u , (P,>5)'(To TV, (T TV =

P 7
=, (P>£D’(T0,T1:V_k),55)(To,T, WV

(*) Nella seduta del 22 giugno 1966.
(7) Nel senso della def. 1.1.
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Tenendo conto della (1.3) e delle relazioni ottenute si ha:

~VAw 4+ Bu 4w —f, (P>£3>'(Tn,T1;V«k),fi)(T..,Tl;Vk) =0 Voe®
che, per la densita di @ in @ (To, T1;V,), da la (4.1). c.v.d.
TEOREMA 4.2. — Nelle ipotesi del teorema 4.1. st ha:
(4.2) u €LY (To, T1; V_,).
(4.3) Au () + Bu () +u' (&) =f(5) in V_4, g.dov. in 1To,Ti].

Dim. - Si & gia osservato che, nelle ipotesi fatte, & A ELZ(TO,Tl ;V_p), Bue
€L (To, T1;V_y); le (4.2), (4.3) seguono immediatamente dalla (4.1). ¢.v.d.

Osservazione 4.1. — Nel caso in cui sia f€L'(Ty, Ty ; V_,), combinando
le relazioni (4.3) e (3.14) si ha: '

(4.4) —VAu + (w-grad)u +u' =f in V_, gq. dov. in 1To, Tu[.

Tale relazione, se # ed f sono «abbastanza regolari», equivale alla (1)
dell’introduzione.

4.2. Cerchero ora alcune proprietd delle soluzioni limitate del problema
di Navier-Stokes. Dal lemma 3.2 e dalla (4.3) con £ = #/2'si ha:

& Se feL*(To, T1; V) ogni soluzione limitata del sistema di
(4.5) . Navier-Stokes relativa a tale f sull'intervallo 1To, Ta[ verifica:

u' €L? (To, T1; V_ ).

Osservazione 4.2. — Si prenda 0,5 = aderenza di 9, in H"? e»_ w2 =Du)";
Lions [10] ha dimostrato che, se f€L?(To, T1; H) & u' € L*(To, T1; _ ),
relazione molto simile alla (4.5). Combinando la (4.5) con la (1.a) si ha
(cfr. Lions [6]) 2 €CO®([To, T1]; [V,V_,plyz) =C°([To, T1]; V- (1) per
la (2.5); in particolare per 7 = 2 si riottiene z € CO ([Ty, T1] ; H), risultato
noto per altra via, sia per le soluzioni del problema di Cauchy (cfr. Lions [10],
[9], Lions—Prodi [13], Prodi [16]) sia per le soluzioni periodiche (cfr. Prodi [16]).

TEOREMA 4.3. — Se f€L*(To,T1;V_,p) ogni soluzione Limitata del
sistema di Navier—-Stokes verifica:

(4.6) u € H¥FD(Ty Ty ; H).

Dim. — Si ha infatti, per le (1.a), (4.5), (3.7) e (2.5): # € L*(To,T1; V)N
NH' (To,T1; V= ) CHY" 2 (T, T1;[V,V _slojms)=H?"? (To,T1; H). c.v.d.

Per le relazioni tra risultati noti ed il teorema 4.3 cfr. la successiva Osser-
vazione 4.3.

4.3. Voglio ora ottenere per le soluzioni non limitate un risultato analogo
a quello del teorema 4.3. Bisogna qui distinguere i due casi: # > 4 ed % < 4.

TEOREMA 4.4. — Sia n>> 4. Sia feL!(To, T1; Vi_we) e sia wu soluzione
debole del sistema di Navier—Stokes relativa a tale f. St ha:

(4-7) per ogni € >0 ueHY"™® (Tb ,T1 ;kH) .
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Dim. — Essendo # >4 si pud prendere nella (4.2) /ez—Z——- I; con
tale scelta di %2 la (4.2) e la. (1.a) danno (cfr. anche (3.8) e (2.7)):
un €L’ (To,T1; V) 0 Wh! (To, T1; Vipe) C HY™¢(Ty , Ty ; [V, Vi_ealem) =

=H"""*(Ty, T1; H) relazione valida per ogni & > o. c.v.d.

Se #< 4 nella (4.2) non si pud prendere £ = g — I; per ottenere ancora

una formula del tipo della (4.7) premetto un lemma:
2n
— €
LEMMA 4.1. - Sia n<4,f€L®™* (To,T1; V") per ogni € >0 suf-
Jfictentemente piccolo; sia wu soluzione del sistema di Navier-Stokes relativa a
148 (4—»)

tale f; se w €H(To,Ti; H) con o<B<— 2ueH & (To,Ty;H).

Dim. — Per la (3.3) ¢ #w€L?(Ty,T1; H) con % -l B; & applicabile

2
il lemma 3.1 con tale scelta di ¢ grazie all’ipotesi su # ed alla (4.2) con
2

£ = 1; si ottiene z'€L* P (T, Ty ; V'); perla (3.7) con p = 7;{3227;)
e la (2.5) si ha il lemma. c.v. d.

2n
— &
TEOREMA 4.5. — Sia n<g4,f€L’ ™ (To,T1;V") per ogni ¢ >o
sufficientemente piccolo; sia u solusione debole del sistema di Navier—Stokes
sull’intervallo 1To , Ti[ relativa a tale f; si ha:

(4.8) per ogni e>o0  u€HY ™ (Ty Ty H).

Dim. — Si applichi il lemma 4.1 con = o (il lemma & stato dimostrato per

B> o ma «amenodie» vale anche per  =0); si ottiene e HY~*(Ty Ty; H).

Sia o generico con o< Bg<< I/4; si pud ancora applicare il lemma con B = By
g P PP

e si ottiene % € H™(Ty, Ty ; H) con Br= M; procedendo cosl indefi-

4
nitamente si ottiene la successione di proposizioni: # € H (Ty, T ; H) dove
| (4 — . . . . .
il = IJL”‘;‘—”—) (si osservi che si ha, per induzione, 0< B,, < B,11< I/%;

il lemma & percio riapplicabile ogni volta). Detto 8 il limite della successione
(monotona limitata) {B,} si ha

m—>00 "M —>00 m —>00 4

da cui, risolvendo in f, 8 = 1/n. Ne segue ovviamente la (4.8). c.v. d.

Osservazione 4.3. — Lions [8] ha dimostrato che, per 7 <4 ¢ per
FE€L*(To,T1; H) esiste almeno una % soluzione limitata del problema di
Cauchy per il sistema di Navier-Stokes tale che 2 € HV/Y~* (To,T1; H) per
ogni € > 0. | teoremi 4.3, 4.4 e 4.5 migliorano le ipotesi su f, '« ordine di
derivazione» di # e assicurano che tale relazione & conseguenza dell’im-
postazione stessa del problema per ogni sua soluzione.
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4.4. — Voglio ora estendere al caso di 7 generico alcuni risultati noti per
n=3 (cfr. Prodi [17]). In tutto questo numero supporrd f € L2 (Ty, T} s Vo)
e indicherd con # una generica soluzione limitata del sistema di Navier—
Stokes sull’intervallo ]To, Ti[ relativa a tale f.

TEOREMA 4.6. — u & debolmente continua a valori in H.

Dim. - Sia & € H generico; debbo dimostrare che la funzione ¢ — (« (¢) %)

¢ continua. Si fissi ¢ >0 e sia w€V,; tale che |f—w | < — <
4‘:‘”“ 0 .

L™(T,,T,; H)
(se o

= 0 il teorema ¢ ovvio). Si avra:
L™ (T, , Ty H)

o (¢4 8), ) — @ @), )] < |G 6+ 8)—u (&), ) | + |t + 8) , h—w)| +
@@, h—w) < |t + 8 —u (), W] + 2]

h— <
L™ (T,,T;; H)

(il passaggio ¢ lecito perche per la (4.3) con £ = -Z— & ueW" ' (To, Ty ;V_,,,z) <

43 43
=5+ | @@ wpdr| < 5+ [ WO oy, dr<
¢ t
D
€ (o, 2 LT} R —
=+l (| [ 1o, @) VT <
z
per |§]| sufficientemente piccolo, grazie alla (4.5). cv.d.
Osservazione 4.4. — Per n =2 si ha, direttamente dalle (1.a), (4.5),

u €CO([To, T1] ; H) (cfr. Osservazione 4.2). Per # = 3 il risultato & noto
(per f €12 (To, T1; H)); cfr. Prodi [18]; per #» > 3 non mi risulta esplicita-
mente osservato.

Si osservi che, se ¢ €L?(To, Ty ; V) moltiplicando (scalarmente tra
V_.u2 € V.2, quasi ovunque rispetto a £) ambo i membri della (4.3) (scritta
per £ = n[2) per ¢ (¢) e integrando tra %y e #1 con To << #y <# << T si ha:

4

49 [0, 0 @Ot v (@), 0 ) + b@(®), ¢(8), u(e)] de

o
%

- f @ @ Oyt

Inoltre se ¢’ €L! (To, T1;H) si ha (per passaggio al limite sulle funzioni
regolari; con (u (), %) per ¢ fissato in ]To,Ti[ € 2€H intendo il valore
di (2 ,/4) nel punto ¢ nel senso del teorema 4.6):

f %', @Yup dt = (2 (tr) , ¢ (1)) — (u (20) , @ (o)) — f (u(2), 9'(®) dt;
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ne segue:
TEOREMA 4.7. — Se @ € L*(To, T1; V), 0'€ L' (To, Ty ; H) si /a-

(4.10)  (u(tr), (b)) — (u(to), 0 (20)) + f (@, o)+ b (), 02, u(®)—

— (), 9 ()] dt = j f@),0@)mpdt To<t<tun<T.

Osservazione 4.5. — Anche la (4.10) ¢ nota per n = 2 e 3 e per
J €L2(To,Ti; H) (come conseguenza di una equazione pill particolare della
(1.3)); cfr. Prodi [17]. Con la (4.10) (grazie anche all’osservazione 4.1) si
giustifica la definizione 1.2 osservando che, imponendo ulteriori condizioni
a @, il confronto tra le (1.3) e (4.10) permette di impostare i problemi di
Cauchy, periodico etc. per il sistema di Navier-Stokes. nella forma usuale
(cfr. Lions [8], [10], Prodi [16], [17], [18], Prouse [19]).

Si osservi che la (4.9) pud essere trasformata in una relazione analoga
alla (4.10) anche se @’ € L* (Tp, T1; V'); si ottiene allora la relazione:

| Se @ €L*(To,T1; Vi), o' €L (To, Tu; V') s ha

((t1) @ (1)) — (u(%0), 9 (20)) + f V(@ @, @) + b@@), 0 @), u(@®) —
(4.11) P

(' (0), @ O] dt = f @) @@t To<t<a<T.

\

In particolare per # = 2 si pud prendere .¢ = #; combinando le (4.9),
(4.11) ¢ la relazione & (v, v, v) = o si ottiene:

(4.12) per m=2 ]u(z‘l)|2—]u(to)|2+f2vuu(t)|[2dt =f2 (f(t),u(t)) dt

relazione gia nota (cfr. Prodi [16]), che rappresenta /o relazione dell'energia.
Per » = 3 0 4 ha ancora senso moltiplicare (scalarmente tra V' e V, quasi
ovunque in ]Tp, Ti[) ambo i membri della (4.3) per = (£) e si ottiene:

/

Sia n=3 0 4; sia feL?(To,T1;V". Si ha:

(' (), u@) €L (To, T1); e inoltre per To<to<t;<<Ti:
(4.13) : '

| (f<u'<t>,u<t>>dr+vfuu<r>n2eiz=f<f<t>,u<r>>dz-
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Non essendo perd #' € L2 (T, Ty ; V') non si pud (almeno con tale metodo
P - p
1

dimostrativo) sostituire f (' (¢) , u (¢)) dt con % [l (#1)|2 — |2 (20) 2] (espres-

to
sione tra I'altro priva di senso perché non si sa se % €CO([To, T1]; H)) e
quindi la (4.13) non ¢ sufficiente ad assicurare la relazione dell’energia.
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