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N O T E  P R E S E N T A T E  DA SOCI

Analisi matematica. — Sulle soluzioni del sistema di Navier- 
Stokes in dimensione n. Nota III di C laudio  B aiocchi, presentata n 
dal Corrisp. L. A m erio .

Résumé. — On étudie quelques propriétés de régularité dans la variable temporelle 
des solutions du système de Navier-Stokes en dimension n.

4. -  L’equazione in « forma forte ». Sue conseguenze.

4.1. Indicherò in questo numero con k un qualsiasi numero reale con 
k  >  max ( 1, A  — 1 j. Sotto opportune ipotesi sul termine noto /  tradurrò 
l’equazione funzionale (1.3) in una equazione in ®' (T0 , Ti ; V_*). -

T,

Sia /  e L 1 (T0 , Ti ; V _ A  posto per ogni cp e 0  , ( / ,  9 ) =  J  (f(t),< p(t))k dt
T

si verifica facilmente che si è così definito un funzionale lineare continuo 
su O; si può cioè considerare L 1 (To , Ti ; V_^)C 0 '.

TEOREMA 4.1. — Sta  / A L 1 (To , Ti ; v_^) e sia u una soluzione debole del 
sistema di Navier-Stokes sull'intervallo ]T0 , Ti[ relativa a tale f  <?>. S i  ha:

(4.1) vAu +  Bu +  u r = /  nel senso d i  ®' (T0 , Ti ; V_*).

D im . -  Tratto separatamente i vari termini della (1.3). Per la (i.a) e 
la (3.13) è A « e L 2(T0 ,T i ;V _ ,)  ; ne segue:

Tx
dt =  I (vAu,cp)k dt

T0
(VAZI , 9 )^(To,T1;V_^)>S)(T0,T1;Vp-

Per la (i.a) e la (3.11) con ĉ̂ =  min (1 , nfo) è Bu e L^To ,T i ; V - k); ne 
segue:

L Tj

Jb(u,cp, u)dt  =  J ( B u , V)i dt =  (Bu,  ? > ^ (T .,T i ;V _ ,) ,3HT0,T1 ;V,)

T. T0

Per la (i.a) è u 6 L2 (T0 , Ti ; V -k)\ ne segue:
Ji Tx

— [ (u , 9 ') dt — — I (u , cp') * dt — — (u ,  q '\ ^J v > T /k \ > r  /^'(To.TxjV^^CTo^xjV^)
To T .

—  {u  > ^^^'(TojTi ; V_^) ,3) (T0,Tj ;V )̂ *

(*) Nella seduta del 22 giugno 1966. 
(7) Nel senso della def. 1.1.
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Tenendo conto della (1.3) e delle relazioni ottenute si ha:

(vAu +  Bu +  u / ,  <P)3)-(t,,t1;v_j5),s(t0,t1;v4) =  ° V<peO

che, per la densità di O in ® (To , Ti ; V*), dà la (4.1). c. v. d.
T eorema 4.2. -  Nelle ipotesi del teorema 4.1. si ha:

(4-2) u' e L ^ T o  ,T i ; V _^).

(4.3) vAu (t) +  Bu (t) +  u! it) =  f  (t) in V _k , q. dov. in ] T0 , Ti [.

Dim. -  Si è già osservato che, nelle ipotesi fatte, è A u  eL 2(To ,Ti ; V_^) , B u e  
e L1 (To , Ti ; V_^); le (4.2), (4.3) seguono immediatamente dalla (4.1). c.v .d .

Osservazione 4.1. -  Nel caso in cui sia f  e L1 (To , Ti ; V_£), combinando 
le relazioni (4.3) e (3.14) si ha:

(4.4) — vAu T’ (u • grad) u +  u' =  /  in V_^ q. dov. in ]T0 ,T i[ .

Tale relazione, se u ed /  sono «abbastanza regolari», equivale alla (1) 
dell’introduzione.

4.2. Cercherò ora alcune proprietà delle soluzioni limitate del problema 
di Navier-Stokes. Dal lemma 3.2 e dalla (4.3) con k — n \2 'si ha:

( Se / e L 2(T o ,T i ; V _i w/2) ogni soluzione limitata del sistema di
(4.5) ' Navier-Stokes relativa a tale f  sulVintervallo ]To , Ti[ verifica:

I « 'e  L2 (T0 ,T i ; V _„/2).

Osservazione 4.2. -  Si prenda — aderenza di %d in H^/2; 6P_ ni2—(Ĝn/2)r] 
Lions [io] ha dimostrato che, se /  e L2 (T0 , Ti ; H) è u f e L2(T0, Ti ; SP_ w/2), 
relazione molto simile alla (4.5). Combinando la (4.5) con la (i.a) si ha 
(cfr. Lions [6]) « eC° ([T0 , Tx] ; [V ,V_ w/2]1/2) =C » ([T0 , Ti] ; V_ W2)+1) per 
la (2.5); in particolare per n — 2 si riottiene u e C° ([To , Ti] ; H), risultato 
noto per altra via, sia per le soluzioni del problema di Cauchy (cfr. Lions [io], 
[9], Lions-Prodi [13], Prodi [16]) sia per le soluzioni periodiche (cfr. Prodi [16]).

Teorema 4.3. -  Se f e  L2 (To , Ti ; V_^/2) ogni soluzione limitata del 
sistema di Navier-Stokes verifica:

(4-6) ^ H 2,(,+2)(T0 ,T i ;H ) .

D im . -  Si ha infatti, per le (i.a), (4.5), (3.7) e (2.5): u  e L2(To ,T i ; V )n  
n  H 1 (To ,Ti ; V_ „/2) C H 2/(,,+2)(T0,Ti ; [V,V_b/2]2/(k+2)) = H 2/(,,+2) (T0 ,Ti ; H). r . d.

Per le relazioni tra  risultati noti ed il teorema 4.3 cfr. la successiva Osser­
vazione 4.3.

4.3. Voglio ora ottenere per le soluzioni non limitate un risultato analogo 
a quello del teorema 4.3. Bisogna qui distinguere i due casi: n >  4 ed n <  4.

T eorem a 4.4. -  Sia n >  4. Sia f  e L1 (To , Ti ; Vi_(w/2)) e sia u soluzione 
debole del sistema di Navier-Stokes relativa a tale f .  S i  ha:

(4 7 ) per ogni s > o  u  e H (1/w)-E(T0 ,T i ; H ).
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D im . -  Essendo n >  4 si può prendere nella (4.2) k ~  — — 1; con 
tale scelta di k la (4.2) e la. (i.a) dànno (cfr. anche (3.8) e (2.5)): 
^ e L 2(To)T t ; V ) n W 1’1(T0)T1 ;V 1_W2)) C (T„ ,Tx ; [ V , =

8 (To , Ti ; H) relazione valida per ogni e >  o. c. v. d.
Se n <  4 nella (4.2) non si può prendere k  = -T  — 1; per ottenere ancora 

una formula del tipo della (4.7) premetto un lemma:
2 n _

Lemma 4.1. — Sta  t z < 4 , / € L 3** 4 (T o ,T i;V ')  per ogni z > 0  suf­
ficientemente piccolo; sia u soluzione del sistema d i Navier-Stokes relativa a

o 1 + l̂  (4 —«)
ta le /;  se u e H 1 (T0 ,T i ; H) con o <  p <  — è u e H  4 (T0 ,T i ;H ) .

D im . -  Per la (3.3) è u e U  (To ,T i ; H) con — — - ----- (3; è applicabileq 2
il lemma 3.1 con tale scelta di q grazie all’ipotesi su /  ed alla (4.2) con

2

k — 1 ; si ottiene u f € L 2 ^ (T o ,T i ; V'); per la (3.7) con p  = ---------------
2 — p (4 — n)

e la (2.5) si ha il lemma. c .v .d .
2 n _

T eorem a 4.5. -  Sta  4 , / e L 3” 4 (To , Ti ; V') per ogni z >> o 
sufficientemente piccolo; sia u soluzione debole del sistema di Navier-Stokes 
suir intervallo ]T o ,T i[  relativa a tale f ;  si ha:

(4.8) per ogni z >  o u e H (W~8 (T0 ,-Ti ; H ) .

D im . -  Si applichi il lemma 4.1 con P =  o (il lemma è stato dimostrato per 
P >  o ma « a meno di e » vale anche per [3 = 0); si ottiene u e H (1/4)“ 8 (T0 ,Ti ; H). 
Sia Po generico con o <  (3o<  1/4; si può ancora applicare il lemma con j3 =  po

e si ottiene u e H^(To ,T i ; H) con P i=  ^ — — ; procedendo così indefi­

nitamente si ottiene la successione di proposizioni: u e (To , Ti ; H) dove 
o '  ̂~}~3/w (4 n\ t .  * 1 * 1  . 1 .pm+i = ------- --------  (si osservi che si ha, per induzione, o<  $m< ftm+1< i /n ;

il lemma e perciò riapplicabile ogni volta). Detto (3 il limite della successione 
(monotona limitata) {$m} si ha

P =  lim pOT =  lim p„+1 =  lim L± M 4- « )  =  ,i +  P(4— n )

m -> o o  m —>oo m -> o o  4  4

da cui, risolvendo in p , p =  ifn. Ne segue ovviamente la (4.8). c. v. d.
Osservazione 4.3. -  Lions [8] ha dimostrato che, per n <  4 6 per 

/  e L (To , Ti ; H) esiste almeno una u soluzione limitata del problema di 
Cauchy per il sistema di Navier-Stokes tale che u e H (1/4)“ e(T0 ,Ti ; H) per 
ogni s >  o. I teoremi 4.3, 4.4 e 4.5 migliorano le ipotesi su / ,  T« ordine di 
derivazione» di u  e assicurano che tale relazione è conseguenza dell’im­
postazione stessa del problema per ogni sua soluzione.
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4.4. -  Voglio ora estendere al caso di n generico alcuni risultati noti per 
n =  3 (cfr. Prodi [17]). In tutto questo numero supporrò / e L 2 (T0,Ti ; V _ff/2) 
e indicherò con u  una generica soluzione limitata del sistema di N avier- 
Stokes sull’intervallo ]To , Ti[ relativa a tale f .

T eorema 4.6. — u è  debolmente continua a valori in  H.
D im . -  Sia h e  H generico; debbo dimostrare che la funzione t-> (u  (t) , h) 

è continua. Si fìssi s >  o e sia w e V n,2 tale che I h — w  I < ______ 1______
4 | ^ IILoo(T0,T1;H)

(se I^S 00 _ _ .„ =  o il teorema è ovvio). Si avrà:
"  (To j U ; H)

I (u ( t  -\- 8), h) — (u (t) , h) | <; | (u (t +  8) — u (t) , w) | +  | (u (t +  8 ), h — w) | +  

+  | (u (t) , h — w) | <  \ {u (t +  8) — u (t)  , w)„/2 | +  2 j| u || «  -\h  —  w \ <
E (ToJnH)

(il passaggio è lecito perchè per la (4.3) con k =  — è u t W 1’1 (T0, Ti ;V _B/2) <

<+5

t

t+bf ìw' w !v_b/2IÌ^!vk/2^ <

< £
2 +  \ W wn{2

t+ òf*

t

8

per |S| sufficientemente piccolo, grazie alla (4.5). c .v .d .
Osservazione 4.4. -  Per n — 2 si ha, direttamente dalle (i.a), (4.5), 

u  6 C° ([T0 , Ti] ; H) (cfr. Osservazione 4.2). Per n — 3 il risultato è noto 
(per /  e L 2 (To , Ti ; H)); cfr. Prodi [18]; per n >  3 non mi risulta esplicita­
mente osservato.

Si osservi che, se 9 e L2 (To , Ti ; V*y2) moltiplicando (scalarmente tra 
V-»/2 b Vnf2 ) quasi ovunque rispetto a /) ambo i membri della (4.3) (scritta 
per k  =  n i2) per 9 (t) e integrando tra  t0 e t\ con T 0 <  to <  t± <  Ti si ha:

t X
(4.9) | [<«' (0 , <p (t))nj2 +  v ((*(/) , 9 (*))) +  b(u(t) , 9  (it) , «(#))] dt =

/0

=  J ( Z O O  , ?  ( f ) ) » /2 d t .
A

Inoltre se 9 ' € L1 (To , Ti ; H) si ha (per passaggio al limite sulle funzioni 
regolari; con (u (t) , h) per t  fissato in ] T 0 ,Ti [  e k e U  intendo il valore 
di (u j /i) nel punto t  nel senso del teorema 4.6):

r h
j  <«', 9>«/2 dt =  {u (ti) , 9 (ti)) — (u (to) , 9 Oo)) — J  (« (0 ,9 ' (0 ) dt ;
/o



C lau d io  Baiocchi, Sulle soluzioni del sistema di Navier—Stokes, ecc. 167

ne segue:
T e o r e m a  4.7. -  Se <p e L2 (T0 , Ti ; VK/2) , <p'e L1 (T0 , Ti ; H) «  ha:

t\
(4. i o) (u (t{) , 9 Oh)) (u (to), 9 (to)) +  J  [v ((u ( t) , 9 (/))) -f- h (u (t) , 9 ( /) , u (t))—

h
h

(u (?) i 9 (0 )] dt — j  ( f  (t) , 9 (ty)nf2 dt To <  to <  <C Tl .

Osservazione 4.5. -  Anche la (4.10) è nota per n — 2 e 3 e per 
/  e L2 (T0 , Ti ; H) (come conseguenza di una equazione più particolare della 
C1 *3))> cfr- Prodi [17]. Con la (4.10) (grazie anche alPosservazione 4.1) si 
giustifica la definizione 1.2 osservando che, imponendo ulteriori condizioni 
a 9, il confronto tra le (1.3) e (4.10) permette di impostare i problemi di 
Cauchy, periodico etc. per il sistema di Navier-Stokes, nella forma usuale 
(cfr. Lions [8], [io], Prodi [16], [17], [18], Prouse [19]).

Si osservi che la (4.9) può essere trasform ata in una relazione analoga 
alla (4.10) anche se 9 '6  L2 (Tq , Ti ; V'); si ottiene allora la relazione:

Se 9 e L (To ,T i ; V„/2) , 9 '€  L2 (To ,Ti ; V') si ha:

1 h
) (u (tl) , 9 (ti)) — (u (to) , 9 (to)) +  [ [v ((u (t) , 9 (t))) +  b (u (t) ,9  (t), u (t)) — 

(4.11) J\ ro
I

—<«' (?) - 9 (0 >-/a] d t = j { f  (/) , <p (0>b/2 dt To <  t0 < h  <  T i .

In particolare per n =  2 si può prendere .9 ~  u\ combinando le (4.9), 
(4.11) e la rélazione b (v , v , v) — o si ottiene:

(4.12) per
*1 h

| U (tl) I2— I u (to) I2 +  J 2  V II u (t) II2 dt =  J  2 ( f ( t ) , u {£)) dt

relazione già nota (cfr. Prodi [16]), che rappresenta la relazione delVenergia. 
Per « =  3 0 4  ha ancora senso moltiplicare (scalarmente tra  V ' e V, quasi 
ovunque in ]To , T±[) ambo i membri della (4.3) per u (t) e si ottiene:

/ Sia n  =  3 o 4; sia f  e L2 (To ,T i ; V'). S i ha:

| (u* (t) , u (/)) 6 L 1 (To , Ti); e inoltre per To <  to < h  <  Ti :

j  (u! (t) , u (t)) d t + v j  I u (t) I2 dt = j  ( f  (t) , u (t)) d t .
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Non essendo però u r 6 L2 (To ,T i ; V') non si può (almeno con tale metodo 

dimostrativo) sostituire J  (u' (t) ,u ( t) )  dt con — [\u(t{)\2— |w(A>)|2] (espres-
(o

sione tra l’altro priva di senso perché non si sa se ^ e C °([T o  ,Ti]  ; H)) e 
quindi la (4.13) non è sufficiente ad assicurare la relazione dell’energia.
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