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Meccanica. — Svergolamento elastico delle travi precompresse d i 
parete sottile. Nota di M ario C omo, presentata C) dal Socio G. K rall.

Summary. — Torsional buckling of prestressed thin-walled beams is studied and nu­
merous technical applications are developed.

1. G e n e r a l i t à .  — L ’analisi della stabilità dell’equilibrio delle trav i 
precom presse ha acquistato negli ultim i tem pi interesse particolarm ente 
sentito per il g rande sviluppo della tecnologia del precompresso e le attuali 
realizzazioni di s tru ttu re sottili [ i ].

Oggetto di questa N ota è quello di esam inare tale questione nel campo 
delle trav i di sezione sottile. Il problem a viene affrontato secondo la via 
energetica conferm ando, per il campo elastico, risultati che determ inam m o per 
altra via. Si dim ostra precisam ente che la precompressione non dà  instabilità  
né d i Eulero né d i svergolamento secondo Prandtl-M icheli. Al più si ha una non 
preoccupante instab ilità  torsionale assai oltre quella di E ulero-Prandtl-M ichell.

2. S ve r g o la m e n t o  e l a s t ic o . -  Ca so  d e l  cavo  r e t t il in e o  ec c e n t r ic o

E SEZIONE TRASVERSALE DI FORMA QUALSIASI. — Si esamini il caso di una 
trave di sezione aperta sottile di form a qualsiasi e siano x  , y  gli assi centrali

di inerzia della sezione, z  l’asse dei baricentri C. Siano inoltre xq  , yo le 
coordinate del centro di torsione O ed ex , ey le coordinate del centro di pres­
sione E, corrispondente àll’azione di precompressione esercitata dal cavo, 
con tiro N^, passante aderente nella trave (fig. i). (*)

(*) Nella seduta del 12 marzo 1966.
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Lo stato di tensione lungo le sezioni trasversali della trave, nell’ipotesi 
di com portam ento elastico, è costituito dalla distribuzione di tensioni norm ali

( 0
Np ey Np ex

a ~ h T y  1 7 “
e dalla forza concentrata , applicata in E, che equilibra la distribuzione 
di tensioni (1).

Sia Co la configurazione di equilibrio della trave cui corrispondono le (1); 
la qualità deH’equilibrio in Co scaturisce dall’analisi della condizione

(2) § (L2 +  W) -  o

di ben noto significato [2] e dove ovviam ente non com pare il term ine L 2 , 
lavoro del secondo ordine delle forze esterne, essendo queste assenti.

Il lavoro del secondo ordine degli sforzi interni va valutato  tenendo in 
conto, l’effetto delle tensioni (1) e del tiro N^; si ha così

(3) T * _JLo -- c>z eL2) d A d z  +  I N* dz
0 A

, ( 2)

se /  ed A  sono rispettivam ente la lunghezza della trave e l’area della sua sezione 
trasversale ed z fì  la dilatazione del secondo ordine delle fibre longitudinali.

Per una deviazione per flessione u (z) , v (z) e torsione 9 =  9 (*) della trave, 
le componenti dello spostam ento lungo x  ed y  risultano,

l u ( x , y , z )  =  u 0 )  +  (y 0 — y)<? (z) ,
( v (x  , jv , z) =  v (z) ■— (x0 —  x ) y  (z) .

Si ha allora da

(s) e  =  > ' *  +  0  ( o '  =  4 - )

\ e£) =  ± [ u ’Z +  (yo— y )2 ' p ' 2 + 2 (y0— y)u'cp'] +

I +  — [ v ’2 +  (*o ■— x)2 9 '2 ,—  2 (xq ■— x) v ’ 9 '] .

Sostituendo le (1) e (6) nella (3) si ricava con semplici passaggi
1

(7) Lf =  -  ( A + Ì a  +  ex % +  ey & - e Z -  4) j  9'* dz
0

ove 1̂  ed Iy sono i m om enti centrali di inerzia della sezione, quindi rispetto 
x  ed y ,  e $y rispettivam ente le quantità

x 3 d  A  j  x  y 2 d
A

y 3 diA +  j x 2y d fi} j-
A

(8)
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Nella (7) com pare solo il lavoro per la rotazione torsionale 9 (z). Non si 
sviluppa così lavoro per le flessioni u (z) e v (z), come doveva del resto facil­
m ente pensarsi per l ’equilibrio delle azioni interne (1), lungo l’intera sezione 
trasversale, con lo sforzo N^ in E.

Ciò spiega l’ im possibilità già nota (M agnel, L eonhardt) dell’ instabilità 
di Eulero per precom pressioni assiali ed, inoltre, l’im possibilità di flessione 
deviata secondo P randtl-M ichell. L ’energia W  che interviene nella (3) vale, 
in conform ità con (4),

/ /

(9) W
2

<p'2^  +  ± C l  j  <p"2 d z

con C e Ci torsiorigidezza e w arping-rig id ity  e quindi

(10) C - G J  , Ci — E Jro

con

( 1 1 )  J = - ^  ,

A

avendo indicato con G ed E  i m oduli di elasticità tangenziale e longitudi­
nale del m ateriale, con h e t  rispettivam ente la lunghezza della linea m edia 
della sezione della trave e lo spessore della parete, e con co la coordinata 
settoriale.

Form ulate le (8) e (io ) il problem a della ricerca degli eventuali sforzi 
di precom pressione critici va risolto caso per caso a seconda delle condizioni 
ai limiti; così, considerando il caso notevole di sezioni di estrem ità im pedite 
di ruo tare m a libere di ingobbarsi, cioè con

(12) 9 =  9 "  =  o per z  =  o =  /,

si ha facilmente

0 3 ) N„ = CiL + c
L  -f- L
~~A -\- cx (L -j- ey Py ex ey

ritrovando la (41) di [3].

3. C a s i p a r t i c o l a r i  e  d i s c u s s io n e  d e i  r i s u l t a t i .  -  L ’esame della (13) 
anzitutto  m ostra come la presenza della precompressione assiale possa eser­
citare talvolta u n ’azione stabilizzante anziché instabilizzante.

Se l’eccentricità ex ed ey del cavo infatti sono tali da rendere negativo il 
denom inatore della (13) un eventuale fenomeno di svergolamento per torsione 
della trave potrebbe verificarsi se questa fosse pretesa anzicché precompressa, 
pensando ad esempio riscaldato e term icam ente isolato il cavo scorrevole 
nella guaina aderente e fissato agli estremi.
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Se il cavo è baricentrico l’instabilità della trave precom pressa è sen z’altro 
possibile e si ha dalla (14) in particolare

( h ) N =
^  lx 4 - L Ci—  +  C

m entre le eccentricità che rendono m inimo lo sforzo critico di precompressione 
sono

(15)

e si ha

(16)

e* = P*

N C^  +  C
Perii. .

lx + ly- + ~ { f x + fy)A

Se la sezione della trave è in particolare una sezione rettangolare sottile 
t  X h  della (14) discende

N A r it . =  4 G - À

e si ha ancora

07) 4G (4
per cui il rapporto  spessore—altezza acquista il significato di snellezza. Soltanto 
per spessori molto sottili la (17) può acquistare un effettivo significato per 
essere lim itata al campo elastico proporzionale; riduzioni della it sono 
senz altro prevedibili invece per sezioni sottili in cui lo sviluppo della sezione 
può essere piu sensibile di quello della sezione rettangolare.

Si esamini cosi la sezione a T, di uso frequente; in tal caso, facendo 
riferim ento alla fig. 2 si ha [4]

- F
A

- t .

» y
Fig. 2.

-4-

0
T x

C ---- — (pi t\  - f  63 t\ )

I,

h

yo~=

12

12

+  h  b-A— — yo) +  tx bxy \

bzh  — 
2

b% h  -f- b\ t \

e considerando per sem plicità il caso di t± =  t% — t bs =  bi =  b e di preconi 
pressione baricentrica,
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Considerando invece la voltina illustrata nella fig. 3, precom pressa da 
due cavi che rendono la sollecitazione baricentrica, essendo [4]

Jro — °>°374 tr  ̂ C =  G i - -

ed inoltre
lx +  b  ^  2 

A ~

si ha, tenendo in conto la w arping rigidity ,

(19) 0,119 E { f f  +  0,330 d - j G

Fig. 3-

Se si am m ette un rapporto  r jl  eguale a quello tjr si ha ancora, con G = o ,4  E, 

°Pa -a. =  °>625 G con .

Per <\> =  1/15 si ha così Gpa{t =  222 Kg/cm 2 con G =  80.000 Kg/cm 2 e 
l’instabilità  torsionale acquista un certo interesse per calcestruzzi ad hoc, 
come, si può dire per le sezioni dotate di notevole sviluppo; ciò appare del 
resto già nella (17) se si pensa piccolissimo il rapporto  t/h. Se ciò non ha un 
effettivo significato per la sezione rettangolare molto allungata esso diventa 
im portante per altre sezioni come quelle a T, a doppio T, a semicerchio, 
a C etc. In  queste l’ingobbam ento settoriale [4] fa aum entare la <^crit per il 
contributo della Ci come appare dalla (14).
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