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Analisi m atem atica. — Sulle soluzioni del sistema di N avier- 
Stokes in dimensione n. N o t a l i  di C l a u d io  B a io c c h i , presentata (#) 
dal Corrisp. L. A m e r i o .

RÉSUMÉ. — On étudie quelques propriétés de regularité dans la variable temporelle 
des solutions du système de Navier-Stokes en dimension n.

2. -  G l i  s p a z i  V a ; l o r o  p r o p r i e t à .

2.1 Ricordo che sé sono assegnati due spazi di H ilbert, ^  ed X, con 
^VCX e denso in X, identificando X ed X' si può im mergere X in GVf 
ottenendo così le relazioni 6P C ^ tC s v̂ , ogni spazio essendo denso nel succes­
sivo. Inoltre si avrà, per definizione di immersione di X in

(2.1) , \Jh e JC , < h , =  (h , v)%.

Farò uso dell’interpolazione tra  spazi di H ilbert; con [ty , X]$ indicherò 
l’interpolato tra  ^  ed X di indice £1 ad esempio col metodo di Lions [6] <5).

2.2 Sia {Xy}y=lj2,... una successione non decrescente di num eri reali posi­
tivi che supporrò fissata una volta per tu tte . Per ogni oc reale indicherò con

00
lo spazio delle successioni {<%}*=1,2,..- di num eri reali tali che 2  aj Xj <  fi- 00 ;

j =100
rispetto al prodotto scalare ({#,.} , {^-})/2 =  2  aj  h  Ày risulta uno spazio

a y=i
di H ilbert. Si ha evidentem ente, per oc e reali con oc > (3, l \  Cip e l \  denso 
in l \  ; identificando l \  al suo duale si ha poi (nel senso precisato al N° 2.1) 
( /a)' =  / - a ; inoltre è di im m ediata verifica che si ha:

(2.2) , (3 reali , V££ ^ [o > 1] [A? l $B  == A  (i—'Oo+p# •

2.3. Nelle ipotesi fatte su Q l ’im mersione di H 1 (fi) in L2 (O) è com­
p atta  (cfr. ad esempio N ikolskij [15]); ne segue ovviam ente che è com patta 
anche l’im mérsione di V in H . Per noti risu ltati di teoria spettrale (cfr. ad 
esempio R iesz-N agy [20]) si po trà  allora trovare una successione di num eri 
reali (che risulteranno positivi e che posso supporre non decrescenti) {X7-}y=i,2,.--

(*) Nella seduta del 22 giugno 1966.
(4) d  C gB significa che d  è contenuto algebricamente in cB con immersione continua; 

d  ^  oB (ovvero d  =  gB) significa d  c  gB e gB c d.
(5) E in effetti i vari metodi di interpolazione vengono in tal caso a coincidere (cfr. 

LlONS [7]); in particolare si potranno sfruttare per tali spazi proprietà dimostrate in LlONS- 
Peetre [12] per l’interpolazione col metodo delle medie.



42 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XLI -  Ferie 1966

ed una successione {coy}y=1>2f... di elementi di V  tali che:

(2.3) ((« / , v)) — Xy (Wy, V) Vv e V

(2.4) {coy} è una base in  V  ed in  H .

Supporrò inoltre di aver ortonorm alizzato in H la successione {o)y}; 
le (2.3), (2.4) continueranno ovviam ente a valere.

Supporrò senz’altro fissata in ta l m odo la successione {Xy} di cui al N° 2.2.

D e f in iz io n e  2.1. — Per ogni oc reale > 0  indicherò con V a lo spazio: 

{h  e H ; {{h , coy)} e l \ )  ; (h , k)va =  ({(A , *>,-)} , {(k , coy)}),*.

Si ha evidentem ente V a ^  il ; V a denso in Vo; identificherò Vo al suo 
duale e porrò (nel senso precisato al N° 2.1):

D e f in iz io n e  2.2. -  Per ogni a <  o V a =  (V
Si avrà allora V a =  l \  per ogni oc reale; e poiché le proprie tà di in ter­

polazione sono invarian ti per isomorfismi la (2.2) dà:

(2.5) Va , p reali , V& e [o , 1] [Va , Vp]# ^  V a(1_#)+R .

2.4. Voglio studiare alcune proprietà degli spazi ora introdotti. A nzi­
tu tto  si ha ovviam ente V  ^  Vi ; H ^  Vo ; d ’ora in poi scriverò perciò indif­
ferentem ente V  o V i, H o Vo .

00
Sia ora oc >  o e sia v € V a+2. Posto /  — ^  Xy (v , coy) coy si avrà:

/= i

I / =  S W . “ y)a =  E V hV “ /)2:
li u2

: V lv
y=1 a + 2

Viceversa, se /  e V a ,
00

posto V =  2
y=1 V

co­ si ha:

00 G Ccoyf 
V J S  V  ( /  > w/ ) 2 =  1 / |v •

J =  1

Si osservi anche che si avrà ((z/ , co-)) — Xy (z/ , coy) =  ( / ,  coy); ne segue, 
per la (2.4):

. | V a+2 =  {v  e Vi ; 3 / 6  V a ; ((e; ,w )) =  ( f  ,w ) Vw e V } ;
 ̂ '  ( v f  è un isomorfismo suriettivo d i V a+2 su V a .

Lemma 2.1. -  Per ogni k intero > 0  V 2^+1
D im . -  Procedo per induzione; essendo . Vi =  V  la proprietà è vera 

per k — o. Supposta vera la p roprie tà per k =  r — 1 sia z /e V 2,+1; per 
la (2.6) esisterà /  e V 2r_! tale che \fw  E V , (fiu , w)) == ( / ,  w)\ e, per l’ipotesi 
di induzione sarà f  e {H 2r_1 (O) }n.
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Si osservi ora che la relazione da ta  dalla (2.6) Ia equivale a dire che 
esiste p  (x) e L2 (Q) tale che:

| —  Av +  grad p  ~ f
(2.7) ' divz/ =  o

( o e {H j(a )}*

(le ultim e due relazioni esprim ono che z /e V i =  V). D alla (2.7), essendo 
/  E H 2r-1 per l’ipotesi di induzione, si ricava z; e H 2r+1 <6>; inoltre è: | z>lu2r+1 <  
<  \\f Ih2*'-1 ^  (Per l’ipotesi di induzione) Cr \\f \v-2r_1 — (per la (2.6))
Cr || ^ |v2r+i (con Cr ho indicato una opportuna costante che dipende da 
r  , O , n m a non da /  e da v). c. v. d.

T e o re m a  2.1. -  Per ogni oc reale > 0  V a C { H a (Q )}L 
D im . -  Sia a* il m inim o intero dispari più grande di oc; si ha V a* C H a* 

per il lem m a 2.1; Vo =  H C L 2; ne segue, per la (2.5):

V a =  [Va*,Vo]( a* — a)/a* C [ H A lV - o o m *  — (cfr. L ions-P eetre [i2 ] teor. 4.1 cap. I) 

=  { [H“* (Q), L 2 (Q)](a._  a)/o. }" =  (cfr. L ions-M agenes[i i ]) { H° (£2) }K c. v. d.

Osservazione 2.1. -  In  tu tto  quanto  segue, alla famiglia {Va } potrebbe 
essere sostituita una qualunque fam iglia tale che

^ 0  =  H ; =  V  ; ^ a C H a ; [ ^ a , =  ^aa-^+p-o*

(le ultim e due proprietà servono anzi solo per opportuni valori degli indici). In 
un  prim o m om ento avevo cercato di dim ostrare che una tale famiglia era data  
da 6Va =  aderenza di <S)d in { H a (Q)}% (cfr. per una scelta analoga Lions [io]); 
risu ltavano allora banali le prim e tre  proprietà, m a non sono riuscito a 
dim ostrare la quarta . Se effettivam ente si potesse effettuare una tale scelta 
della famiglia {‘Tb} alcune considerazioni che svolgerò in seguito (cfr. N° 3.4 
ed Osservazione 4.1) cesserebbero di avere valore formale e diverrebbero 
rigorose.

L ’idea di scegliere come fam iglia { ^ a }  la famiglia {Va } mi è stata 
suggerita dal prof. Prodi.

Osservazione 2 .2 . -  L ’ipotesi di lim itatezza di Q non interviene in modo 
essenziale; infatti se Q non fosse lim itato basterebbe sostituire alla decom ­
posizione spettrale « discreta » dell’im mersione di V  in H una decomposizione 
spettrale «con tinua»  (cfr. sem pre R iesz-N agy [20]); agli spazi «d iscreti»  l\ 
andrebbero sostituiti analoghi spazi « continui » del tipo L 2 (funzioni di qua­
drato  som m abile rispetto alla potenza a/2 di una m isura opportuna).

(6) E infatti si può verificare (in modo ovvio per n =  2; cfr. Cattabriga [2] per n =  3;

cfr. GeymonATì-Grisvard [3] per n generico) che il sistema j ^ ^  ^  è ellittico
( div v =  9

secondo Douglis e Nirenberg; e il problema di Dirichlet verifica la condizione complemen­
tare di Agm on-Douglis-Nirem berg [i]; le proprietà di regolarità volute su v (e analoghe 
su p)  seguono allora appunto dai risultati di A gm on-D ouglis-N irenberg [1].
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3. -  R ic h ia m i  su  a l c u n e  m a g g io r a z io n i .

3.1. Riunisco in questo num ero alcune proprietà di inclusione tra  spazi 
del tipo di Sobolev; alcune delle proprietà che richiam erò potrebbero essere 
notevolm ente generalizzate; io le esporrò solo nella form a che mi servirà in 
seguito. A nzitu tto  si ha che la (1.1) è largam ente sufficiente ad assicurare 
le «inclusioni di Sobolev » (cfr. ad esempio Nikolskij [15]); ne segue:

(3-0
r t  I O CS e ----------- > 02 n H “ (0 ) C L ? (0 ) con - !  =  A _ A .q 2 n

(3-2)
o  I OCS e ----------- < 02 n H “ (D )C L 00 (Q ).

Inoltre, se B e uno spazio di Banach, si ha per le « inclusioni di Sobolev 
vettoriali»  (cfr. ad esempio Nikolskij [15]):

(3-3) Se 1 — oc>» 0 2 H “ (T0 , T i ; $ ) C L ? (T0,T i;® )  con -  =  -L —  a .q 2

(3 4 ) Se ~ — oc <  0 2 H a (T0 , T i ; ®)CL°° (T0 , T i ; SS).

(3-5) Se 1 < p  <  2 W 1̂  (To , T i ; SB) C H (3/2) “(m  (T0 , T i ; S )

(3-6) Per ogni z >  o W 1’1 (To , T i ; SB) C H (1/2) " 8 (T0 , T i ; SB)

(la (3-6) non mi risu lta esplicitam ente osservata; m a può essere facilmente 
o ttenu ta nel m odo seguente: si verifica che © ([To , Ti] ; SB) è denso in 
W1’1 (To , T i ; SB); per mezzo di un  opportuno operatore di « prolungam ento » 
a R1 delle funzioni definite in [T0 , Ti] si può allora supporre T 0 =  — 0 0 ; 
T i =  +  00; se 9 (t) e W1’1 (•— 00 , +  00 ; SB) indicando con 9 (t) la trasfo r­
m ata  di Fourier di 9 (t) si avrà 9 (t) e L°° (•— 0 0 , 4 0 0 ; £8) ; f t  • 9 (T) e 
e L  ( 00 , -|- 00 ; SB); da cui (1 +  t 2) | 9 ( t ) | | j  e L°° (•— 00 , -)- 00); e quindi
(1 +  t 2) (1/2> 81 9 ( t )  Jij e L1 (— 0 0 , 4 0 0 ) per ogni s >  o, cioè 9 6 H(1/2)-e 
(— 00 , +  °o ; SB); per restrizione a ]T 0 , T i[ si ha la (3.6)).

Si osservi anche che, se ed X verificano le ipotesi del N° 2.1 sarà:

| ! _ i h
(3-7) L 2 (T0 ,T i;® l) )n W 1̂ ( T o ,T 1 ; 3t ) C H l2 p] (T0 , Ti ; [<», 3f]d) VF e ]o, 1 [.

Per avere la (3.7) si può procedere così: applicando la (3.5) e la rela­
zione a n  ® C [<a, SB]*» basterà dim ostrare che [L2 (T0 , T x ; F ) , H “ (T0 ,Ti ; 3t)]d =  
=  H “ (T0 , T i ; [sp , 3£]#); e tale relazione segue dai risultati di Lions [6] (anche 
qui con prolungam enti e restrizioni del tipo indicato precedentem ente; cfr. 
appunto  Lions [6]).

A nalogam ente (basta sfru ttare  la (3.6) anziché la (3.5)) si dim ostra che

I3_ _ 1 _ \
(3.8) L 2 (T0 ,T 1 ; ^ ) n W , -1 (T o ,T 1 ; 3f ) C H U 7  1 (T0, Ti ; [®1>, 3£]d) Vs >  o.
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3.2. Sia k un  num ero reale positivo; indicherò con ( , ) i la dualità 
tra  V _ , e V k ; <, )i sarà anche notato  ( , ) .  Si osservi che, per la (2.1) con 
^  ed K =  H  si av rà  (h , v) =  < h , v )k 'ih  e H  , Vv e V* ; sfrutterò
spesso tale relazione senza più richiam arla.

Sia cpeV„ e sia & reale tale che o <  & <  m in (1 , nf4); per la (3.1) 
si avrà: || <  C# || 9 ^  ^  (cfr. Lions [6]: è H* =  [H 1 , L 2]j_ d) <

< C # |cp |Ì ,» d ||(p|jH. < C # j 9 |1“ *|<p||# ; sem pre per la (3.1), sfru ttando anche la 
relazione D,-: H 1+<”/2) 2# ( Q ) 2* (Q) è lineare continua (cfr. L ions-M a-

n fi

genes[11] IH  prop. 11.1) si avrà: 2  \P; 9 , 'IU »  <  C* 2  P ,-  <PyLwa)-2* ^
i,j= 1 ^ *,y= 1 H (Q)

< C # | |9  ||h1+W2)_2# <  (per il teorem a 2.1) C#|| <pIIv1+(b/2)_2# •
Ne segue, per u , 9 6 V n :

r  n

> ( u , f , u ) \ <  2  | Ui I I D,. 9y I | Uj\dx
J *J= 1

<  E
*,j = 1

n — 2-0'

I | w!- | ’’- 2* tìò r j 2 

Ò Q
I D z- 9 y I 2 # ^

2 ft 2 ^

I!'9' I l1- '9' r- Il^  I I U Le A  u

Q 
m2 *6*

n — 2 #

dx  2" <

lVl-f(>j/2)-2 #

Ne segue, per la densità di V„ in V  ed in V 1+(„/2)_2d

|2-2» » 11
I + 2# *

(3-9)
Per  & 6 o , m in |( r > y ) » u e V ,  per » e V 1+(</2) _2ft hci'

b (u , z; , u) | <  C^|| u f ® - 1 u |2 2#-|| ^ uh + (»/2) — 2 ft

D alla (3.9) con & — m in (1 , n\4) si ha, con ragionam enti di carattere 
usuale, che la formula:

(3*io) ( B u , v )
m ax ( 1, —------ 1

=  — b (u , v , u) \ /v  e V
; K - 0

definisce un elem ento Bu tale che:

(3- n )

V ^ e V Bu  6 V

I V» o , m in 1 , 11 T3 _. Il     ti ti2 'Q* 1 i2 —2-0’Ib ^ |v _ 1_ („/2)+2# < c » | |« |  \ u \

A nalogam ente, sfru ttando  anziché la (3.9) la ovvia relazione: | ((’u , v)) 
—  11^1'li v \ s * ha c B e  la formula:

(3-12) ( A u , v )  =  ( (u, v) )  Vz>eV

definisce un elem ento A u tale che:

(3-i3) V «eV  A u  e V' ; |A«|y, < || u\\.
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3.3. D im ostrerò ora due lemmi che sfrutterò in seguito.
Lem m a 3.1. — Sta  u g L 2 (To , T i ; V ) n L  (To , T i ; H ) con 2 <C q <  -f- 00; 

si ha

vAu +  B u  € l i  (To , T i ; V  , n I  con r  ==----------  -------------
—max 1, — — 1 /  f i\ 2 / 2 +  (g — 2) m i n ^ i , —

D im . -  B asta applicare la disuguaglianza di Holder, la (3.11) con 
& =  m in (1 , w/4) e la (3.13). c. v. d.

Lem m a 3.2. -  Sia  u e L'2 (To , T i ; V )n L °°  (T0 , T i ; H); si ha

vAu -f- Bm e L“ (V_(a/2)).

D im . -  B asta applicare la (3.13) e la (3.11) con fr = -i- c .v .d .

3.4. Svolgerò in questo num ero delle considerazioni intuitive; tali con­
siderazioni potrebbero essere rese rigorose se si potesse sostituire allo spazio 
Va lo spazio aderenza di %d in H a (cfr. Osservazione 2.1).

Sia u eV ;  è intuitivo che, se si suppone u «sufficientem ente regolare» 
gli elem enti A u e Bu definiti dalle (3.12) e (3.10) saranno elem enti di H; sup­
posto che ciò sia valido voglio caratterizzare A u e Bu m ediante operazioni 
di derivazione su u\ poiché A u e ~Bu si sanno calcolare solo su elem enti di V , 
cioè a divergenza nulla, essi sono definiti (nel senso delle distribuzioni su Q) 
« m odulo un gradiente ». D im ostrerò che si ha:

(3.14) A u — — Au ; Bu — (^ -g rad ) u

intendendo, con questa scrittura, di avere già effettuato un passaggio al quo­
ziente «m odulo i g rad ien ti» ; in altre parole la (3.14) significa che, s e ^ e V  
e se — Au e (u-grad)u  appartengono a {L 2 (0 )} w si ha:

(3.15) Vv e V  ( A  u , v )  =  — ,(A « ,2/)L. .

(3-16) \/v e V  /■« \ ( B u , v )  ( n  \ =  ((«-grad) u , v)u .
^ A  ’T " 1 ) max |^1 ,-  l )

L a (3.15) segue dai passaggi:
n

( A u , v )  =  ( (« ,v ) )=  2  (D ; uj  . vj) l 2(fi)
i,j= 1 ■ 2 2  <D ? «y , vj) l (Q),Hlt (Q)

; -  2  < A Uj , Vj >H_ ! (Q)H, (Q) =  < -  A« , w ) h _ 1>h; =  ( -  A« , v )u .

A nalogam ente per avere la (3.16) si procede cosi:

{ B u , v ) 1 (u
n r

, u , v) =  2  / ui ^ i
,/=i j

Uj Vj dx

n I n

=  2  2 » ; D ,- uj  .j =1 V=i L«(Q)
((«• grad) « , v)u-


