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Geometria. — \k  , n \ —archi d i un piano grafico fin ito , con parti- 
colare riguardo a quelli con due caratteri. Nota II di M a r ia  T a l l i n i  

S c a f a t i , ■ presentata (*} dal Socio B . S e g r e .

Summary. —-This Note II goes deeper into the study of the arcs considered at the end 
of the "previous Note-1, by determining those among them for which m — 1 or n =  g, and 
those for which k takes its highest or lowest value. A graphic characterization of the Hermi- 
tian curves is then given.

6. In  questo num ero ci proponiam o di determ inare i {k  , ^} -a rch i K 
a due caratteri, che siano estremali, di un piano grafico con q =  p s, 
p  prim o. Poiché -  come è stato già osservato -  se K è m inim ale, il suo 
com plem entare K è massim ale, ci si può ridurre al caso in cui K sia m as
simale e cioè che sia k =  (n — 1) q +  m y ove m  è la specie di K.

Dalle (17), per k =  (n —  1 ) q +  m, si ottiene: vn =  q , vm ==1. Ne segue 
che mtm =  k e qk =  ntn) onde:

(26) ^  -  — —  +  1 . ' .  =  ?2 + ^ F Ì '

Poiché è tm +  tn =  q2 +  q +  1, si ha:

(27) n2 m2 —  mn — mq — n =  o.

Dalla (15) e dalla (17) si ricava che vn =  un +  ~q~l~ • D unque n —  m  deve 
dividere q. Posto allora:

qi ~  n - m , q2 =  qjqi , (q± >  I , q2 < q) ,
dalla (27) si ha:

(28) m2 — m (q  —  q±+ 1) +  q1 (qi —  1) =  o .

Siano mi ed m 2 le radici (intere positive) della (28). Deve aversi:

mi +  =  q — qi +  I =  qi (q2 —  1) +  I,
mi m 2 — qi(qi —  1 ) .

Essendo qi una potenza di p  (in quanto q± divide q = p s), dalla prim a delle
(29) si ha che una alm eno delle radici m± y m 2 non è m ultipla di p .  Sia 
essa wi. D alla seconda delle (29) si trae allora che m 2 'deve essere m ultipla 
di qi. Posto quindi m 2 =  aqi (a intero > 1 ) ,  si ha, dalla seconda delle (29):

(3°) ni2 — aqi , mi a =  qi — 1 .

(*) Nella seduta del 22 giugno 1966.
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Sostituendo le (30) nella prim a delle (29), si ha:

a fi- 1 =  qx [a2 — a (q2 —  1 ) +  I ] ,

onde, posto a2 — a (q2 — 1) +  1 =  b, (b intero >  1), si ottiene: a =  bql —  1.
D alla seconda delle (30) si ricava allora: ni\ — - f1— Poiché m\ deve

oq\ — I
essere un intero, dovrà essere necessariam ente b — i , mi =  i , a =  q\ —  i, 
m<i — qi (q\ — 1). Sostituendo i valori testé trovati nella prim a delle (29), 
si ottiene infine q =  q\, cioè q è un quadrato  e q± =  \ q.

Due casi sono ora possibili per K, in corrispondenza delle radici dell’equa
zione (28).

Se m =  nix =  1, essendo q± =  n —  m , si ha n =  iq  1; ed è quindi
k — (n —■ 1) q fi- m =  q iq  -fi 1. K è allora un { q i q  -fi- 1 , iq + i}-arco, di
tipo (1 , iq +  1); dalle (15), (17). e (18) si ricava poi:

Ì
U n =  U f j + 1  =  ?  —  h  - Um =  U1 =  i q  f i -  I ,

Vn =  V^ + 1 = 9  > * ' « = * ' 1 = 1 .

*„ =  % + i =  ?2 +  ^ — 9 fa - tm = h = q i q - f i  l.

U n esempio di tale arco è dato dai punti di una curva herm itiana di un S2,q, 
con q  quadrato.

Per curva herm itiana di un piano di Galois S2}* (q =  , p  primo) [5],
s ’intende la curva H, luogo dei punti autoreciproci in u n ’antipolarità

2
'M'i " aìj fi/ (P'ij àji y det II || =j= oj,

j=0

ove x =  tx , t  essendo l ’autom orfism o involutorio del campo y su cui è 
costruito S2>q, dato da:

òh
t  : x -> x p ,

2 2 h
L a curva H ha equazione: ^  ai jx i xj =  2  an x i =  o. Essa è pertan to

Ì , j=0 i , j=0
di ordine n =  p h +  i =  iq  fi- i. Si dim ostra (cfr. [5], Cap. V) che H è 
non singolare, che ciascuna re tta  tangente incontra H soltanto nel punto  di 
contatto e che le rim anenti rette incontrano H in iq  fi- 1 punti distinti. Di qui
segue che i punti di H costituiscono un { q i q  +  1 . iq  +  1} -a rco  di tipo 
(i , Ìq  fi- 1), per il quale valgono le (31).

In  nq , con q quadrato , chiam erem o arco hermitiano, un { q i q  +  i ,  

iq  +  1 }~arco di tipo (1 , iq  f i - 1) e quindi per il quale valgono le (31). In tro 
ducendo tale (denominazione, si può dire allora che, per m — mi =  1, K è un 
arco herm itiano.

Esam iniam o ora il caso rim anente, m =  m% =  iq (iq ■— 1 ) — q —  )!q . 
Essendo ]/q =  qi =  n — m, si ha n =  q ed è quindi k — (n —  1) q-{-m =q2 —|Iq ,
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K è allora un {q2 —  fq  , q}--arco, di tipo (q —  ^q^q). Dalle (15), (17), (18)
si ricava poi:

i un=  ug=  q —- iq ’ um=1 Uq -ÌÌ  =  / ?  +  1 ,

(32) | vn ~  Vq ~  q II 1 Sì II

1IIII - Iq > tm — V v ?  — q +  iq  +  1 •

Consideriam o ora il com plem entare K di K. Esso risulta, per le (20), un 
{q  +  iq  +  1 , iq  + 1  }-arco, di tipo (1, jq  + 1 ) . Poiché m =  1, si ha che per 
due punti distinti di K passa una (ed una sola) « -secante ad esso; inoltre, 
essendo u- =  vm =  1 (per le (32)), si ha che due «-secanti di K s’incontrano 
necessariam ente in un  punto di K. Ne segue che K è un  subpiano 7ry? di nq 
le cui re tte sono le sue «-secanti. D unque K è il com plem entare di un  subpiano.

Si ha facilmente che il com plem entare di un arco herm itiano H è un 
{q2 +  q —  q)'q ,q  }-arco di tipo ( q — i q ,  q), m inim ale. Inoltre il duale d2 H 
è ancora un  arco herm itiano e quindi il duale è il com plem entare di
un arco herm itiano.

Infine il duale di TZy- di un subpiano è ancora un  subpiano e preci
sam ente TTy—, onde 7Ty- è il com plem entare del subpiano .

Si ha dunque la seguente proposizione:
V II. — In  TCq, un arco K  a due caratteri che sia estremale coincide con 

un arco hermitiano (cioè con un {9 l t +  1 > I l  +  1 }-arco d i tipo (i , -f-1))
o con un sub piano (cioè con un {q  +  +  I , )'q +  i }-arco di tipo
( r > I l  +  0 )> oppure con i complementari di questi archi. Un arco hermitiano 
ed il complementare d i un subpiano sono archi massimali, mentre g li altri due 
sono minimali.

In  base alla proposizione V, V II ed a quanto precede, si ha che:
V i l i .  -  Sia  K  un arco a due caratteri d i izq. Se K  ha specie m  =  i, 

esso coincide con un arco hermitiano o con un sub piano 7Ty-. Se K  ha grado 
n == q, esso coincide con il complementare di un arco hermitiano o con il com
plementare d i un subpiano 7Ty-.

Consideriam o ora un  { k , n }—arco K a due caratteri tale che da ogni 
suo punto  esterno esca una sola ^-secante. D alla prim a delle (15), in cui si 
ponga un — 1, si ricava k — mq +  n , ossia K  è m inim ale e quindi in forza 
della proposizione V II, K coincide con un subpiano 7Ty- oppure col comple
m entare di un  arco herm itiano (per i quali è di fatto un =  1). Si ha dunque 
che*

IX . — Un {k  , n }—arco K a due caratteri d i un piano izq, tale che da 
ogni suo punto esterno esca una sola n-secante, risulta 0 un subpiano 7Uy- di izq, 
oppure il  complementare d i un arco hermitiano. 7

7. In /fo rza  della proposizione V i l i ,  si ha che, per com pletare lo studio 
dei {k  , ?z}-archi a due caratteri, di tipo (m , n), restano da esam inare quelli 
per cui m  >  2 , n <Z q —  1.
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In  questo num ero darem o delle condizioni aritm eticam ente necessarie 
per resistenza di tali archi. Inoltre darem o esempi di archi siffatti, aritm etica- 
m ente possibili.

Sia dato un {k  , n}-arco  di tipo (m , n) di nq . Sostituendo le (18) nella (2) 
(per ts =  o, con s=j=m , n), si ha, con facili calcoli, che k deve soddisfare 
l’equazione:

(33) &  —  k \ n  +  m  +  q (n +  m  — 1)] -f- mn (q2 +  q +  1) =  0 .

Tale equazione deve dunque am m ettere radici intere, per il che occorre e 
basta che il suo discrim inante A sia un  quadrato  positivo o nullo. Si ha:

(34) A =  g2 [(n —  m)2 —  2(n +  m) +  i] +  2q \n (n —  1 )+ m (m —  i)] +  (n— m f  . 

Risolvendo la (33) si ottiene:

k =  — \n +  m  +  q (ri -firn —  1) ± fA ]  .

Sostituendo tali valori di k nella (19), si ottiene:

(35) q >  n{n~ l') -j- m  —-n.

Dalle (15) e (17) si ha vn — u ~ \ ------ —  , vm =  um ------- -—  . D unque n —-mn n n — m n —m  1
deve essere un  divisore di q. Si ha quindi:

X. — Se esiste un { k , n }—arco K di tipo (m , n) in izqì k  deve soddi
sfare la, (33), i l  secondo membro della (34) deve essere un quadrato non negativo, 
deve valere la disuguaglianza (35). Inoltre n ~— m deve dividere q.

Esam iniam o ora le prim e possibilità per m  ed n. Dovendo essere 2 < m <  
< n  —  2 , n < q  — 1, il prim o caso da esam inare è m =  2 , n =  4. <  q ■— 1. 
In  tale eventualità, dalla (34) si ha: A =  —  7 q1 +  28 q +  4. Dovendo essere 
q >  5> risulta A <  o. D unque non esistono {k  , 4 }-archi di tipo ( 2 , 4 )  in -Kq. 
Il successivo caso m = 2  , n = 5  <  q — ì ,  porta: A =  ■— 4 q1 +  44 q +  9 che, 
per q > 1 1 ,  Hsulta negativo, quindi non esistono in nq {k  , 5 }-archi di tipo 
(2 » 5)> Per I > 11- P e r^  =  9, risu lta A =  8 i. Inoltre è soddisfatta anche la (35) 
e Tequazione (33) dà per k i valori 35 e 26. Sono dunque aritm eticam ente 
possibili un  { 35 , 5}-arco ed un { 2 6 ,5}-arco, am bedue di tipo (2 , 5) in un 
piano 719 . A ltri esempi di archi aritm eticam ente possibili sono un {4 2 ,6}-arco 
ed un  { 7 8 ,6}-arco , am bedue di tipo ( 2 , 6 ) ,  in 7Ui6. 8

8. In  un  piano nq (q quadrato) direm o che un arco herm itiano H gode della 
proprietà d i reciprocità, se per esso è verificata la seguente proprietà grafica: 

Scelti comunque su H quattro punti A , B , C , D  a tre a tre non allineati, 
e dette a, b , c , d  le \-secanti ad  H rispettivamente in A  , B ,C , D se accade 
che il punto a p b  appartiene alla retta CD, allora il  punto c D d  deve apparte
nere alla retta, AB.

Dim ostrerem o che se H  è un arco hermitiano di izq soddisfacente alla con
dizione di reciprocità, per ogni punto Q esterno ad H, le }!q + 1  rette 1-secanti 
per Q ad  H toccano H  in altrettanti punti allineati.



Lincei -  Rend. Sc. 'As. mat. e nat. -  Voi. XL -  giugno 1966IÒ2 4

Q uanto sopra si p rova facilmente se q =  4. Supporrem o perciò q >  9. 
Ragionando per assurdo, supponiam o che da Q escano tre 1 -secanti a , b , b' 
che toccano H rispettivam ente in tre punti A , B , B ' non allineati. Sia r  una 
delle q —  ^q rette ()q  - f  i)~secanti di H per Q. Poiché f q +  i >  4, (suppo
nendosi q >  9), su r  esistono due punti distinti C e D di H nessuno dei c]uali 
appartiene né alla re tta  AB, né alla re tta  A B à D unque A , B , C , D e 
A  , B ',C  , D sono due quaterne di punti a tre a tre non allineati. Siano c e d  le 
1-secanti in C e D ad H. Per la proprietà di reciprocità relativa alla qua
terna A , B , C , D, il punto e n d  deve appartenere alla re tta  AB (in quanto 
Q =  a O b appartiene alla re tta  CD); m a esso, per analoga ragione, deve 
appartenere anche alla re tta  A B ', onde deve coincidere con A, e ciò è m ani
festam ente assurdo. Ne segue l’asserto.

Nel seguito -  salvo esplicito avviso in contrario -  considereremo sempre 
archi herm itiani soddisfacenti alla condizione di reciprocità. Per un siffatto 
arco H , direm o polare di un punto P di nq rispetto ad H la re tta  p  congiungente 
i iq  + 1  punti di contatto delle 1-secanti per P ad H, se P non appartiene 
ad H, la 1-secan te (unica) in P ad H, se P appartiene ad PI. Il punto P si 
dirà polo della re tta  p. '

D ata com unque una re tta  p  in izq essa è la polare di un ben determ inato 
punto P di izq . Infatti, se p  è una 1-secante di H, il punto P è il punto d ’in
contro della i-secan te  con H , altrim enti^) è una p\q - f  i)~secante. Siano A e B 
due punti di p  CìH, a e b le tangenti in essi e P il punto aC\b.  A ttualm ente 
P non appartiene ad H e la polare di P è la re tta  p.  A llora le -f i rette 
1-secanti per P ad H debbono incontrare p  nei ]Q -f  1 punti p  f i H .  Ciò vai 
quanto dire che le ^q +  1 rette 1-secanti di H nei punti p  f iH  passano tu tte  
per P.

D a quanto ora provato, si ha che la corrispondenza che associa ad un 
punto P di 7zq la sua polare è biunivoca. D im ostriam o che essa è una corre
lazione involutoria, cioè che se P varia su una re tta  r, la polare di P varia 
descrivendo il fascio di rette con centro in R, polo di r; p viceversa. Q uanto 
sopra è evidente se r, è una 1-secante di H. Se r è una (|Iq -)- i)-secante, 
siano C e D due punti distinti di r f ) H .  Le i-secan ti c e d  in C e D ad H 
passano per il polo R di r  e lo stesso accade per tu tte  le 1-secanti nei punti 
d i r ' n H .  Siano P un punto di r non appartenente ad H e p  la polare di P. 
Essa interseca r  in un punto non appartenente ad H (altrim enti r  risulterebbe 
una i-secan te  di H). Siano A e B due distinti punti di p f~ì H ed a e b le 1-se 
canti in essi ad H. R isulta aD b =  P, onde per la proprietà di reciprocità, cui 
soddisfa H relativam ente ai quattro  punti a tre a tre non allineati A , B ,C , D, 
si ha che la re tta  p  — AB passa per R. Dunque, quando P varia nei ^ f  1 
modi possibili su r, la sua polare varia descrivendo le q +  r  rette del fascio 
Con centro in R. Ne segue l’asserto.

Ifn  arco H determ ina dunque -  nel modo anzidetto -  una correlazione 
involutoria. Due punti di izq tali che l’uno appartenga alla polare dell’altro 
si diranno reciproci. Il luogo dei punti autoreciproci, rispetto a tale correla
zione, coincide quindi con H.
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E noto che in un S2>? una qualsiasi correlazione involutoria (non degenere) 
è una polarità rispetto ad una conica, oppure è una antipolarità (cfr. n. 6) 
rispetto ad una curva herm itiana. A llora se nq coincide con un pianò di Galois, 
la correlazione involutoria determ inata da H, non potendo essere una polarità, 
in quanto (essendo ]/^ -f- 1 >  2) H non è una conica, è u n ’antipolarità ed 
H è una curva herm itiana. In  un qualsiasi piano grafico izq chiameremo 
ancora an tipolarità rispetto ad H la correlazione involutoria determ inata da H. 
Si ha dunque la seguente proposizione:

X I. -  In  un piano izq, sia dato un arco hermitiano H, soddisfacente 
alla condizione di reciprocità. Se si fa  corrispondere ad ogni punto P di H la 
i-secante (unica) per P ad H e ad ogni punto P esterno ad H la polare di P ri
spetto ad H (cioè la retta congiungente i punti di contatto delle i-secanti per P 
ad  H), si ottiene una correlazione involutoria che diremo antipolarità rispetto 
ad H. In  un piano di Galois S2,^, ogni arco hermitiano, soddisfacente alla con
dizione di reciprocità, risulta una curva hermitiana.

In  base alla proposizione V i l i  ed alla X P  si ha che:
S ili. -  In  un piano di Galois S2,̂  un {k  , n }—arco di tipo (1 , n) risulta 

o un subpiano o un arco hermitiano. Se quest'ultimo gode della proprietà di 
reciprocitày esso è una curva hermitiana .


