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Matematica. -— Sopra una V /  d i Fano priva d i punti doppi 
e birazionale. Nota di F ranca B usulini, presentata n  dal Corrisp. 
G. Scorza D ragoni.

ZUSAMMENFASSUNG. — M an gibt ein Modell einer M anigfaltigkeit V ' /  D urchschnitt 
einer kubischen und einer quadratischen Hyperflàche des 5 ~ dimensionalen linearen Raumes, 
die rational ist, obwohl sie keine D oppelpunkte hat. Also ist die V erm utung von G. Fano, 
dass die allgemeine nicht rational ist, eine offene Frage [8].

Sviluppando problem i generali di analisi diofantea con m etodi seguiti 
nello studio di varietà unirazionali [1, n. 5], si ebbe occasione di dare della 
v f  =  v f  n V f C S s  di Fano [4, 5] senza punti doppi, che però contiene 
un piano , una rappresentazióne param etrica unirazionale molto più semplice 
di quella del caso generale data  da Enriques [2 , 7].

T ra ttasi precisam ente, come in questa N ota ù) si verifica, di una cor­
rispondenza unirazionale di indici (1 , 2), che dà luogo ad una involuzione 
di de Jonquières dell’Ss .

Si considera poi una senza punti doppi, che contiene però due p ia n iì 
e si verifica, indicandone la effettiva rappresentazione param etrica, che essa 
è birazionale.

Ciò è in contrasto con il risu ltato  di Fano che [4, 5]: una V36*, con la sola 
ipotesi di generalità di essere priva di punti doppi, non sia birazionale.

Si dovrebbe dunque provare, con metodi più penetran ti [7, 9], se la 
V36* =  V4P O C S5 generale e quella contenente un solo piano  sono f r a ­
zionali oppure no.

Si presenta, nel nostro caso, una situazione analoga alla VÌ3) generale 
dell’S s , di cui ancora non si sa se essa è birazionale oppure no; tu ttav ia  si 
conoscono partico lari V£3)C S5 senza punti doppi, ad esempio contenenti 
due piani com plem entari, che spno birazionali.

I . Consideriamo uno spazio lineare S5 sopra il corpo dei numeri com­
plessi (oppure sopra un corpo com m utativo algebricam ente chiuso e di ca ra t­
teristica zero) e fissiamo un suo piano  oc.

Siano V£2) e VÌ3) due ipersuperfici del secondo e del terzo ordine dell’Ss 
('gguadrica e cubica) che passano per il piano a e sono ulteriorm ente generiche. 
L a lóro intersezione è una

(1) = v fn v f  ,
che contiene i l  piano  a e, come si verifica facilm ente (cfr. n. 2), è priva d i 
punti doppi.

(*) Nella seduta del 22 giugno 1966.
(1) F a tta  nei Gruppi di R icerca M atem atica del C.N.R.
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Della generica del tipo ( i)  Enriques [2] ha assegnato una rap p re­
sentazione unirazionale di indici (1 , v), con v abbastanza elevato. Nel nostro 
caso particolare, cioè che la V,36) contenga il piano oc, pur essendo p riva di 
punti doppi, si può con procedim ento diverso dare della Vf* una rap p re ­
sentazione unirazionale di indici (1 , 2). In fatti [i, n. 5]:

Introduciam o nell’Ss un sistem a di coordinate

(2) P =  Oo - *1 > *2, y Q , y i , y 2) e S5

in modo che il dato piano oc abbia le equazioni y 0 =  y 1 =  y 2 — o e indichiam o 
con p il piano ad esso com plem entare di equazioni x0 — x1 =  x 2 — 0.

Consideriam o come esempio la V36* =  n V |3) data  dal seguente
sistema di equazioni

2 2
(3) 2,*.>v =  0 . 2,- (A  V i  +  y f )  =  o-

Con semplici calcoli si verifica che questa V ^ , contenente il piano oc, 
è p riva di punti doppi (cfr. n. 2).

L ’S3 della stella ^2 avente come sostegno il piano oc, ottenuto congiun­
gendo oc con un punto generico

(4) Y =  (o , o , o , y 0 , y i  , y 2) e p,

sega la Vi2) e la VÌ3), oltre che nel piano oc, secondo un piano fu e secondo 
una quadrica Q.

Poiché un punto generico P d e irS 3 ha le coordinate

P =  (x0 , x x , x 2 , Xy0 , \ y x , Xy2),

con yo , y  1 , y2 costanti;

(5) Oo , xi , *2 , X)

sono coordinate (omogenee) di P nell’Ss . Dalle (3) risulta allora che le equa­
zioni (nelle variabili xo , xi , X2 , X) di tu  e di Q nell’Ss sono:

(6) E iX .-y / =  o , 2 *  (xi +  ^ y ì )  =  °-

Le tracce su a di tu  e Q sono rispettivam ente una re tta  r  =  tu  f i  oc e 
una conica C =  Q f i  a, fra di loro associate e che variano con l’S3 e S2 in 
due sistem i lineari di dimensione 2.

Le equazioni di questi sistemi lineari nel piano a C S3 si ottengono 
dalle (6) facendo sistem a con l’equazione A =  o del piano a:

2 2
(7) 2 .-x* y i  =  0 > 'L i x ì y i  =  0 •0 0

In  esse le x{ sono le variabili e le 1 param etri. U n punto generico 
X — (xq , x i , X2 , o , o , o) 6 oc impone, come si vede dalle (7), ad una re tta  r

7 0 . -  RENDICONTI 1966, Voi. XL, fase. 6 .
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e una conica C associate due condizioni lineari, quindi individua LS3 e X2 
passante per il punto Y =  (o , o , o , yo , y \  , yd) con:

(8) yQ =  *!*%— *{** - y t =  x 2 xl - ~ xì xo ■ y* =  xox! — xl x i-

Pertan to  il punto X e a, individuando P S 3 6 S 2 ,  individua la conica 
r =  tu D Q C S3 , che contiene X.

Q uesta conica T è quindi la sezione, oltre il piano a, della con PS3 :

(9) r = vf>  n  s3 — a .
Al variare dell’S3 e £2 si ottiene dunque sulla Vj[6) una congruenza ra- 

zionale K2 di coniche T di indice 1. U na delle coniche V sega il piano oc 
nella coppia di punti r f i C .

Stabiliam o una proiettività  fra il piano oc e una stella d i rette S 2 C S 3 . 
Q uindi nella ad un punto X e oc corrisponde una re tta  c E S 2 .

T ram ite il puntò X possiamo stabilire fra la conica F individuata da X 
e la associata re tta  c una determ inata proiettività H*.

In questo anodo si è generata una corrispondenza algebrica generalm ente 
univoca, quindi razionale, fra LS^ e la data V ^ .

Infatti: ad un punto generico P* e S3 corrisponde la re tta  c e X2 che le 
contiene, alla re tta  c corrisponde nella Q un punto X € a e questi individua 
una conica r C V f .

Nella ri* a P* è associato un punto P e T. P ertanto  P* e S3 individua 
P e V f .

L a corrispondenza razionale così generata è di indici (1 ,2 )  poiché una 
conica r, intersecando il piano oc in due punti X e Xi , è la corrispondente 
di due rette c e c 1 della stella X2 .

Osserviam o ora che le coppie di punti P , P* e S3, cui corrisponde un 
medesimo punto P 6 , costituiscono una involuzione dell’S3 . Q uesta invo­
luzione trasform a in sé la stella di rette e perciò si può chiam are una 
involuzione di de Jonquières.

Se la congettura di Fano che la generale non è birazionale [4, 5], 
fosse valida anche per quelle contenenti un piano, si potrebbe affermare che: 
Esistono neir$z involuzioni d i de Jonquieres non razionali.

2. Supponiam o ora che una V,36), priVa di punti doppi, contenga i due 
p ia n i com plem entari oc e (L

Consideriam o la particolare V36* intersezione delle VÌ2) e date dal
seguente sistem a di equazioni:

2 2
(10) X  xtVi  =  0 , 2 ,-  (*? Vi+ x{ yf) =  0 •

Ù a un semplice controllo risulta che le due ipersuperfici (io) sono prive 
di punti doppi. M a anche la loro intersezione è priva di punti doppi, 
poiché: in nessun punto della V36* le due iper stip erpici (io) hanno il  mede­
simo iperpiano tangente.
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Infatti, scritte le equazioni dei due iperpiani rispettivam ente tangenti 
alle (io ) in un medesimo punto P:

2 ,. Ok.-X, ■+*,¥,.) =  o ,
0
2

X ;  [y, (2Xi + A ) +  x{ (x{ +  2 y t)  y ,.] =  o ,

questi coincidono soltanto se

2 xo +  yo — 2 xi +  y i  =  2 X2 .+  F2 =  +  2 yo =  x± -f- 2 y \ ~  X2 +  2 y2 ,

e quindi

C1 0  x 0 =  yo =  xi =  y i  =  ^2 =  y 2 =  x 3 =  y 3 .

M a il punto unità, di coordinate ( n ) ,  non appartiene né alPuna, né 
a ll’altra  delle due ipersuperfici (io); c. v. d.

Possiamo dunque intanto affermare che: la generale Vip che contenga 
due p ia n i complementari non ha pu nti doppi.

È ora im m ediato dim ostrare che: la V^6) ■== V f -) n  C S5, priva  d i
punti doppi, ma contenente due piani complementari, è birazionale.

Infatti, con riferim ento alla congruenza K 2 diaconiche V  segate sulla 
V3  ̂ dagli S3 della stella S 2 , il piano [3 è una superficie (razionale) unisecante 
le coniche T della congruenza K 2 .

Pertan to  [3, 6]: la nostra è birazionale; anzi: essa può rappresentarsi 
biragonalmente sopra un S3 in modo che alle coniche T della congruenza K2 
corrispondano le rette d i una stella.
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