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Analisi matematica. — Sulle soluzioni del sistema di N avier- 
Stokes in dimensione n. Nota I di C l a u d io  B a io c c h i  (#), presen­
ta ta 0  dal Corrisp. L. A m e r i o .

RÉSUMÉ. ■— On étudie quelques propriétés de régularité dans la variable temporelle des 
solutions du système de Navier-Stokes en dimension n.

I n t r o d u z io n e .

È ben noto (cfr. ad esempio Lions [8] d) e Prodi [18] dove si può trovare 
anche u n ’am pia bibliografia relativa al sistema di N a vier-Stokes) che per i 
problem i di evoluzione relativi alle equazioni di N avier-S tokes in dim en­
sione n:
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(x =  (x± , X2 , - ' ‘ , x n) variabili spaziali, t  variabile tem porale) i teorem i di 
esistenza di soluzioni « turbolen te » (secondo la nom enclatura di L eray) dànno 
soluzioni in classi molto am pie nelle quali (salvo il caso n =  2; cfr. L ions- 
Prodi [13]) non sono noti teorem i di unicità; sono tu ttav ia  note (cfr. Lions 
[8], [io ]) alcune costruzioni di soluzioni {u  (x  , t) , p  (x  , /)} con u ( x  , t )  — 
— {u\ (x , t) , U2 (x yt) , • • •, u n (x , f) } che presentano rispetto a u (x , i) una 
regolarità in t m aggiore di quella richiesta per poter im postare il problem a; 
in particolare Lions [8] dim ostra che per n <  4 esiste una soluzione { u  , p }  
del problem a m isto del tipo C auchy-D irichlet tale che u (x , t) ha derivata 
frazionaria rispetto a t  di ordine y di quadrato  som m abile in x  e t  per ogni 
T <  i/4-

In  questo lavoro verranno ottenuti alcuni risultati di regolarità del tipo 
predetto; il principale (enunciato nel teorem a 4.3) è che ogni soluzione { u , p }  
delle (1) è tale che u ( x }t) ha derivata frazionaria rispetto a t  di ordine 
2 2 )  di quadrato  som m abile in x  e t.

Il N° 1 contiene alcuni richiam i e definizioni; nel N° 2 sono studiate le 
proprietà di una famiglia di spazi che intervengono nel problem a di N av ie r-

(*J Istituto Matematico dell’università di Pavia. Lavoro eseguito nell’ambito delle 
attività 'svolte nei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R.

(**) Nella seduta del 22 giugno 1966.
(1) I numeri tra parentesi quadre si riferiscono alla Bibliografia posta alla fine della 

Nota III.
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Stokes; nel N° 3 sono richiam ati alcuni risultati sostanzialm ente noti (anche 
se sotto form a leggerm ente diversa; cfr. ad esempio Risele v-L adyzenskaia [4], 
L adyzenskaia [5]); infine nel N° 4, dopo aver trasform ato  l’equazione fun­
zionale che definisce il problem a in una equazione distribuzionale, ottengo 
i risu ltati principali.

Desidero ringraziare il prof. Lions ed il prof. Prodi per le utili discus­
sioni avute sull’argom ento.

1. -  P o s iz io n e  d e l  pr o b l e m a .

i . i .  Sia Q un  aperto lim itato dello spazio euclideo a n dimensioni R/* il 
cui punto generico sarà indicato con x =  {x\ , , • • •, xn); supporrò n >  2.

A vrò bisogno su Q di una regolarità crescente col num ero di dimensioni; 
per fissare le idee supporrò f) di classe C°° <2 * *>, ipotesi largam ente sufficiente 
a tra tta re  il problem a per qualunque n , m a che può essere a ttenuata  caso 
per caso.

In  sintesi supporrò che:

(1.1) a  è un aperto limitato di R” di classe C°° ; n >  2 .

Con notazioni usuali se /  è una distribuzione su fi con D i f  ~  - -  indicoJ ex.t
la derivata  di /  rispetto  alla variabile nel senso delle distribuzioni su Q 
(cfr. Schwartz [21]); con g r a d /  indico il vettore di componenti { D ; 
se u == è una ^ -u p la  di distribuzioni su fi con d iv u  indico

n

i u i \ con (•) indico l ’usuale prodotto  scalare in R”; ad esempio se
»=i
u — { Ui} e v ~  {Vj} con (u • grad) v indico il vettore la cui com ponente z'-esima

è data  da J^U j Dj V;.
/=1

Farò uso degli spazi di Sobolev su fi; per una definizione degli spazi 
di cui farò uso e delle loro p roprie tà  rinvio a M agenes [14], Nikolskij [15]. 
Tutte le funzion i considerate saranno a valori reali\ così ad esempio con 
W a,i>(fì) (a reale > 0  , 1 p  <1 +  00) indicherò lo spazio (di JBanach sul 
corpo reale) delle (classi di) funzioni definite su fi, a valori reali, m isurabili, 
di « ordine di derivazione » a som m abili ad esponente p  (ovvero lim itate se 
p  =  +  00). W°5̂  (Q) sarà anche indicato L^(fì); lo spazio di H ilbert W a,2(Q) 
sarà anche indicato H a (Q); Hq(Q ) indicherà l’aderenza di 3) (fi) in H a (D). 
Q uando non ci sia possibilità di equivoco indicherò con l f  lo spazio {L^(f2) } w; 
analoga posizione per H a , H Q ,W a’̂ .

(2) Nel senso che, indicando con E la frontiera di f i , T è una varietà infinitamente
differenziabile ad n — 1 dimensioni; ed f2 =  . f lu r ,  considerato come varietà a bordo di
classe C°°, ha bordo I \
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1.2. Si ponga per brev ità =  {9 e{3) (Q)}w; div 9 =  o}. Si indichi
con H l ’aderenza di 3)d in L 2 ; H è uno spazio di H ilbert rispetto  al prodotto 
scalare indotto  da L2; prodotto  scalare e norm a in H saranno indicati rispet­
tivam ente ( , )  e | | . .

Si indichi con V  l’aderenza di in H j; per ^ ,z /e  V  si ponga (('u , z/)) =
n

=  2  (D,- u  , D,-^) ; \u \  =  ((u , u)yi2 ; si verifica facilmente che tale norm a
■ ..» = 1

induce su V  una topologia equivalente a quella indotta da H j.
Per u , v e 3V si pone (dx — dx  1 • dx2 • • • : b (u , v , w) =
n r

=  2  I UjDjVjWj  dx; e si verifica facilmente che:

(1.2) b (u , v ,w) ==— b ( u , w - ,  v) ; | b (u , ^ , w)  | <C C • | u\\ • \w \• ||z/|| ■,

(con la lettera C, qui e nel seguito, indico una generica costante; qui C di­
pende da O e da n m a non da u  , v , w).

Ne segue, con ragionam enti di carattere usuale, che per ogni v e <2)d 
l ’applicazione {u  , w  } -> b (u , v , w)  si prolunga in una applicazione lineare 
continua (ancora indicata allo stesso modo) di V x V  in R 1; e la (1.2) conti­
nua a valere per u € V  e z / - 6 ^  (m aggiorazioni più precise in seguito).

1.3. Siano To,Ti due num eri reali con — 00 <  To <  Tl < + 0 0  ; t  indi­
cherà la variabile nell’intervallo ]To , Ti [.

Indicherò con 3) (To , T i ; d )  (d  spazio vettoriale topologico) lo spazio 
delle funzioni definite in ]To , T i[, a valori in d , infinitam ente differenziabili 
ed a supporto com patto contenuto in ]To , T i [ ; 3) (To , T i ; d ) ' sarà lo spazio 
duale di 3) (To , T i ; d ) che, per le ipotesi che farò in seguito su d , 
sarà identificabile allo spazio 3)' (To , T i ; d ')  delle distribuzioni su ]To , T i[ 
a valori in d '  (cfr. Schwartz [22], Lions [8]). L ’apice in alto indicherà la 
derivazione rispetto a /, derivazione che sarà sem pre intesa nel senso delle 
distribuzioni a valori vettoriali (cfr. sempre Schwartz [22]).

Farò anche uso degli spazi W a ,/ (T a , T i ; cB ) (a reale >  o ; i < p  < +  0 0  ; 
cB spazio di B anach) che si possono definire in m odo analogo a come si defi­
niscono gli spazi W a,^ (0 ) (cfr. sem pre Nikolski j [15]); in particolare lo spazio 
W °’̂  (To , T i ; gB) sarà indicato L^(To , T i ; cB ) ; e lo spazio W a’2(To , T i ; gB) 
(che è uno spazio di H ilbert se cB è uno spazio di H ilbert) sarà indicato 
H a (T0 , T i ; gB).

1.4. Si indichi con O lo spazio 3) (To , T i ; 3)d).
Si fissi ad arbitrio  un  num ero v >  o; e s i a /  e O'; pongo le definizioni 

seguenti:
DEFINIZIONE i . i .  -  S i  dice che u =  u ( x , t )  è soluzione debole del 

sistema di Navier-Stokes sulV intervallo ]T o ,T ![ relativa al dato f  se valgono 3

(3) Con %’ indicherò lo spazio duale forte dello spazio %; se h e %  e d h! indi­
cherò con (h' , k)j£, ^  la dualità tra %' ed K.
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le relazioni:

(i.a ) u e L2 (T0 , Ti ; V),

( i.b ) u verifica Vequazione funzionale:

T1
( r -3) j  [v((u(0 > ?(*)))— ^OW.'POO» «(*)) —  (“ (*) >?'(*))} Vq>eO

T„

(si osservi che per la (1.2) e la ( i.a )  b (u , 9 , u) € L 1 (To , Ti) quindi la (1.3) 
ha senso).

D e f in i z io n e  1.2. -  S i  dice che u ^ u ( o c , £ )  è soluzione debole lim i­
tata del sistema di Navier—Stokes sulV intervallo ]To , T i[ relativa al dato f  se 
valgono le (i.a ) , ( i.b ) e inoltre:

( 1 • c) u  e L°°(To , T i ; H) .

Si osservi che per im postare in form a debole il problem a di Cauchy 
(cfr. Lions [8], [io ], P rodi [18]) ovvero il problem a periodico (cfr. Prodi [16], 
Prouse [19]) per il sistem a di N avier-S tokes si suole cercare una u che veri­
fica u n ’equazione funzionale del tipo della (1.3) m a che deve essere soddi­
sfatta per una classe di test—functions più am pia di O; e tale equazione si 
riduce alla (1.3) se si prende la test function  9 6 $ .  Ciò giustifica le defini­
zioni 1.1 e 1.2; cfr. anche più avanti le osservazioni 4.1 e 4.5.


